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Учебное руководство содержит описание и правила выполнения контрольной работы по дисциплине «Математические модели оптимизационных задач» с использованием компьютерных технологий. Контрольная работа включает в себя составление математических моделей пяти экономических задач линейной, дискретной и нелинейной оптимизации. Решение и исследование этих задач предполагается в среде MicroSoft Excel.

ВВЕДЕНИЕ

Настоящее учебное руководство предназначено студентам факультета экономики и управления всех специальностей, изучающих дисциплину «Математические модели оптимизационных задач». Оно содержит описание контрольной работы по линейному, нелинейному и целочисленному программированию c использованием функций Microsoft Excel. Каждое задание из контрольной работы включает в себя постановку задачи, необходимые сведения из теории, пример выполнения работы и содержание отчета. Целью контрольной работы является обучение студентов математическим моделям и методам решения экономических задач, базирующихся на понятии оптимизации и требующих большого объема вычислительной работы. 
Расчеты без помощи современных информационных технологий, как правило, являются сложными и требуют хорошего знания алгоритмов и методов оптимизации, что на наш взгляд не нужно для студентов-экономистов. Основой для обучения должно быть:

· умение самостоятельно описывать реальные экономические задачи на языке математики, т.е. составлять математические модели;

· применять для их решения надлежащие программные средства;

· интерпретировать полученные результаты оптимизации;

· проводить исследование математической модели и результатов решения. 

Применение вычислительной техники и специализированных программ значительно сокращает время на выполнение расчетов, осуществляет автоматизацию громоздких вычислений. Изменяя исходные данные в задаче, студент имеет возможность почувствовать элемент новизны в изучаемом материале и в определенной степени управлять процессом вычислений.

Речь идет не о замене математического мышления программой, а о новом – несравненно более мощном виде исследования экономических задач, включающем такие средства, как удобство и быстрота расчетов, возможности варьирования исходных данных и автоматический пересчет результатов, большие графические возможности. 

Задания являются индивидуальными для каждого студента, и он может получить их на сайте http://gurov.vs58.net/ в соответствии с порядковым номером студента в журнале преподавателя.

Отчет по каждому заданию должен быть выполнен в тетради для контрольных работ. Его содержание приведено в заключительной части каждого задания данного руководства. В нем должны быть даны все необходимые пояснения и формулы Excel, используемые в работе. Распечатки по задачам вклеиваются в тетрадь. Студент получает зачет по контрольной работе только после представления отчета и собеседования с преподавателем по теоретической части изучаемого раздела курса.
1. ОПТИМИЗАЦИЯ ПЛАНА ВЫПУСКА ПРОДУКЦИИ ПРИ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕСУРСАХ
1.1. Задание на работу
Мебельная фабрика выпускает два вида изделий: шкафы и столы. В производстве применяется оборудование трех типов: фрезерные, сверлильные и шлифовальные станки. Нормы времени работы каждого вида оборудования в час, необходимые для изготовления одного изделия каждого вида, а также ресурсы рабочего времени для каждого вида оборудования, известны и приведены в табл. 1.1.

Т а б л и ц а 1.1
	Оборудование
	Затраты машинного времени на обработку единицы продукции, ч
	Эффектив-ный фонд времени станков, ч
	Цена за простой единицы оборудования, ден.ед.

	
	Шкаф
	Стол
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	Прибыль от реализации единицы продукции, ден.ед.
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Фабрика получает прибыль от изготовления и реализации одного шкафа в размере 
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 ден.ед. и одного стола – в размере 
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 ден.ед. Цена за простой 1 часа оборудования 
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. Эти данные содержатся в таблице.
Требуется определить план выпуска изделий каждого вида, при котором время работы оборудования не превышало бы допустимого фонда времени, и при этом 

· во-первых, была получена наибольшая общая прибыль;
· во-вторых, был получен минимальный штраф за простой оборудования;

· в третьих, была получена наибольшая общая прибыль с учетом штрафа за простой оборудования.

Для решения задачи необходимо выполнить следующие пункты:

1. Составить математическую модель задачи при условии, что критерием оптимальности является максимальная прибыль от изготовления и реализации продукции. Решить полученную задачу линейного программирования графически и с помощью процедуры «Поиск решения» программного средства Excel. 
2. Составить математическую модель при условии, что критерием оптимальности является минимальный штраф за простой оборудования. Решить задачу в Excel.

3. Составить математическую модель при условии, что критерием оптимальности является максимум общей прибыли за вычетом штрафа за простой оборудования. Решить задачу в Excel.

4. Показать соответствие оптимальных планов с вершинами допустимой области.

1.2. Сведения из теории

В общем виде задача оптимизации ставится следующим образом: требуется найти совокупность чисел 
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(1.1)

достигает наибольшего (наименьшего) значения, и при этом выполняются условия
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(1.2)

Функция (1.1) носит название целевой функции или функции цели, неравенства (1.2) образуют систему ограничений. В этой системе могут быть также неравенства вида 
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, или равенства.

По смыслу задачи неизвестные 
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, как правило, являются неотрицательными, то есть 
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. Эти условия могут содержаться среди неравенств (1.2), но могут также быть выписаны отдельно. Часть или даже все неизвестные задачи иногда должны быть целыми, тогда эти условия также включаются в систему ограничений.

Количество ограничений 
[image: image30.wmf]m

 и число неизвестных 
[image: image31.wmf]n

 характеризуют размерность задачи оптимизации. 

Таким образом, в состав моделей оптимизации входят:

· целевая функция, выражающая в математической форме поставленную цель с точки зрения выбранного критерия оптимальности;

· система ограничений, то есть соотношения, которым должно удовлетворять решение данной задачи.

Любой набор переменных, удовлетворяющих системе ограничений, называется допустимым решением или планом. Совокупность всех допустимых решений называется допустимым множеством. Численные значения целевой функции позволяют определить качество различных допустимых решений в соответствии с выбранным критерием. Оптимальное решение (оптимальный план) представляет собой такое допустимое решение, при котором значение целевой функции достигает экстремальной величины. 

Таким образом, если 
[image: image32.wmf]*
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 – оптимальное решение задачи на максимум, то выполняется неравенство 
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 для любого допустимого решения 
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. В случае задачи на минимум имеет место неравенство противоположного смысла.

В зависимости от вида целевой функции и ограничительных условий в задачах оптимизации принято выделять следующие разделы:

· линейное программирование, в котором целевая функция, а также уравнения и неравенства системы ограничений линейны;

· квадратичное программирование, в котором целевая функция квадратична и выпукла, а допустимое множество определяется линейными равенствами и неравенствами;

· выпуклое программирование, в котором целевая функция и допустимое множество выпуклы;

· дискретное программирование, в котором допустимое множество дискретно, например, состоит из точек с целочисленными координатами;

· сепарабельное программирование, в котором целевая функция и ограничения являются сепарабельными функциями, т.е. представляют собой сумму функций, каждая из которых зависит только от одной переменной;

· динамическое программирование, в котором процесс оптимизации разбивается на ряд последовательных этапов;

· стохастическое программирование, в котором информация о задаче оптимизации носит элементы неопределенности, и некоторые ее параметры являются случайными величинами.

Основным и важнейшим методом линейной оптимизации является в настоящее время симплексный метод или метод последовательного улучшения базисного плана. Метод был разработан Дж.Данцигом в 1949 году. Но еще раньше, в 1939 году, советским ученым академиком Л.В.Канторовичем для решения задач линейного программирования был предложен так называемый метод разрешающих множителей, незначительно отличающийся от симплексного метода. Симплекс-метод дает возможность решать задачи линейного программирования как вручную, так и на вычислительных машинах. Через конечное число шагов (симплексных таблиц) или получается оптимальное решение или обнаруживается неразрешимость задачи линейного программирования.

Для решения общей задачи нелинейной оптимизации существует довольно много алгоритмов, однако лишь немногие оказываются эффективными для задач большой размерности. Ни один из этих алгоритмов не имеет по отношению к другим таких преимуществ, чтобы его можно было считать универсальным средством решения любых задач нелинейного программирования. При сравнении алгоритмов следует использовать следующие критерии: надежность, скорость решения, время подготовки задачи для решения, точность решения, степень выполнения ограничивающих условий. Методы нелинейной оптимизации принято классифицировать в зависимости от порядка производных, которые используются для максимизации (минимизации) целевой функции:

· методы нулевого порядка (методы поиска), при которых для поиска точки экстремума используются только значения целевой функции;

· методы первого порядка, при которых используются значения целевой функции и ее первых частных производных; 

· методы второго порядка, при которых используются значения целевой функции и ее первых и вторых частных производных; 

К методам поиска относятся: метод покоординатного спуска Пауэлла, метод Хука-Дживса, метод Розенброка, метод деформируемого многогранника (симплексный метод Нелдера и Мида) и его модификация в виде комплексного метода Бокса для нелинейной оптимизации с ограничениями, методы случайного поиска.

К методам 1-го порядка относятся градиентные методы, метод сопряженных направлений, метод переменной метрики (Дэвидона-Флетчера-Пауэлла).

К методам 2-го порядка относится метод Ньютона.
Характерной особенностью вычислительной стороны методов решения задач оптимизации является то, что практическое использование этих методов требует огромной вычислительной работы, которую без ЭВМ реализовать крайне трудно, а в ряде случаев – невозможно. В первую очередь это связано с тем, что задачи оптимизации, формализующие реальные производственные ситуации, являются задачами большой размерности, недоступными для ручного счета.

Практическую реализацию методов оптимизации для учебных задач невысокой размерности удобно проводить средствами табличного процессора Microsoft Excel. Вычислительные возможности оптимизации объединены здесь с большим набором функций, присущих текстовому и графическому редакторам и другим приложениям пакета Microsoft Office. Excel позволяет выполнять линейную и нелинейную оптимизацию (для достаточно гладких функций 
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 и 
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, входящих в задачу), осуществлять прогнозирование и поддержку принятия решений.  
Важное достоинство табличного процессора состоит в возможности автоматического пересчета всех данных, связанных функциональными зависимостями, при изменении любого компонента таблицы. Тем самым студент может в определенной степени управлять процессом оптимизации и принятия решений. 

1.3. Пример выполнения работы

Данные о задаче содержатся в табл. 1.2.

Таблица 1.2
	Оборудование
	Затраты машинного времени на обработку единицы продукции, ч
	Эффективный фонд времени станков, ч
	Цена за простой единицы оборудования, ден.ед.

	
	Шкаф
	Стол
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	Прибыль от реализации единицы продукции, ден.ед.
	70
	40
	


Пусть 
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 – количество шкафов и столов, которые необходимо изготовить на предприятии, пусть
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 – общая прибыль от реализации готовой продукции,
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 – суммарные издержки (штраф) предприятия за простой оборудования,
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 – общая прибыль от реализации готовой продукции за вычетом штрафа предприятия за простой оборудования.

1.3.1. Математическая модель максимизации прибыли

Фактическая загрузка по каждой группе оборудования равна: 
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 – для строгальных станков, 
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 – для фрезерных станков, 
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 – для шлифовальных станков. Коэффициенты при неизвестных обозначают здесь нормы затрат машинного времени на обработку одного шкафа и одного стола. Загрузка по каждой группе оборудования не должна превышать фонда машинного времени, т.е.:
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(1.3)

Неизвестные, очевидно, должны быть неотрицательными:
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(1.4)

Неравенства (1.3) и (1.4) образуют систему ограничений. Общая прибыль от реализации готовой продукции (цель 1) выражается формулой
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(1.5)

Таким образом, математическая модель задачи по критерию максимальной прибыли состоит в определении чисел 
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 и 
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, удовлетворяющих системе ограничений (1.3)-(1.4), для которых значение функции (1.5) будет максимальным. Это есть задача линейной оптимизации.
1.3.2. Математическая модель минимизации штрафа

Составим математическую модель для второго критерия. Из ограничений (1.1) следует, что время простоя станков равно:
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 – для шлифовальных станков, 
поэтому суммарные издержки предприятия за простой оборудования (цель 2) составляют:
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или
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(1.7)

Таким образом, математическая модель задачи по второму критерию состоит в минимизации целевой функции (1.7) при условиях, что неизвестные 
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 и 
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 удовлетворяют системе ограничений (1.3) и неравенствам (1.4). Это также есть задача линейной оптимизации.

1.3.3. Графическое решение задачи максимизации приыли
На рис. 1.1 приведено графическое решение задачи по критерию (1.5). На основе системы ограничений (1.3)–(1.4) строится допустимая область в виде многоугольника OABCD. Покажем, например, как построена прямая I. В уравнении 
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[image: image62.wmf]0

1

=

x

, тогда получим 
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. Через две точки проведем прямую I. Неравенство 
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 определяет полуплоскость, расположенную ниже этой прямой. Аналогично неравенство 
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 задает полуплоскость, расположенную под прямой II, а неравенство 
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 – полуплоскость, расположенную левее прямой III. Условия неотрицательности (1.4) в совокупности определяют первый квадрант координатной плоскости. 
Оптимальное решение задачи по первому критерию определяется следующим образом. Строится вектор 
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, координаты которого равны (или пропорциональны) коэффициентам целевой функции (1.5). Перпендикулярно этому вектору изображается прямая (линия уровня целевой функции), которая перемещается в направлении вектора, пока прямая имеет общие точки с допустимой областью. Оптимальное решение по первому критерию есть точка пересечения допустимой области с линией уровня, отвечающей максимальному значению 
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 определяются по графику приближенно. Они дают оптимальное решение задачи по первому критерию. 
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Рис. 1.1. Графическое решение задачи по первому критерию
Таким образом, выпуск продукции в количествах 36 и 21 ед. соответственно обеспечивает предприятию максимальную общую прибыль. Построение допустимой области можно выполнить в Excel. Для этого в соответствии с уравнениями системы (1.3) образуем табл. 1.3. В блок ячеек A3 : A14 введем значения аргумента 
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Т а б л и ц а 1.3
	
	A
	B
	C
	D

	1
	
[image: image76.wmf]1

x


	
[image: image77.wmf]2

x



	2
	
	Прямая I
	Прямая II
	Прямая III

	3
	0
	54,43
	43
	210

	4
	10
	45,14
	38,9
	158

	5
	20
	35,86
	34,8
	105

	6
	30
	26,57
	30,7
	52,5

	7
	40
	17,29
	26,6
	0

	8
	50
	8
	22,5
	–53

	9
	60
	–1,29
	18,5
	–105

	10
	70
	–10,6
	14,4
	–158

	11
	80
	–19,9
	10,3
	–210

	12
	90
	–29,1
	6,18
	–263

	13
	100
	–38,4
	2,09
	–315

	14
	110
	–47,7
	–2
	–368


В ячейки B3, C3 и D3 введем формулы из табл. 1.4, которые копируются на блок ячеек B4 : D14.

Т а б л и ц а 1.4
	B3
	= (762 – 13 * A3) / 14

	C3
	= (946 – 9 * A3) / 22

	D3
	= (840 – 21 * A3) / 4


С помощью мастера диаграмм и блока ячеек B3 : D14 из табл. 1.3 строятся графики прямых линий I, II и III. Используя пункт меню «Ряд» и «Подписи оси x», указывают значения аргумента 
[image: image78.wmf]1
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, содержащиеся в блоке ячеек A3 : A14. После построения прямых следует выделить допустимую область, ограничив диаграмму снизу и сверху по вертикальной оси. Путем изменения размеров графика необходимо добиться, чтобы масштаб по осям координат был одинаковым. Подписи данных удобно сделать, используя пункт меню «Вид / Панели инструментов / Рисование». 
1.3.4. Оптимизация общей прибыли в Excel
Решение задачи по первому критерию получим теперь в Excel. Организация данных для решения задачи по первому критерию представлена в табл. 1.5.

Т а б л и ц а 1.5
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 1 – прибыль от реализации готовой продукции

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Продукция
	Шкаф
	Стол
	
	
	
	

	4
	Значение
	36
	21
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения
	
	

	6
	Станки
	
	
	Левая часть
	Знак
	Правая часть
	Штраф

	7
	Строгальные
	13
	14
	762
	<=
	762
	1

	8
	Фрезерные
	9
	22
	786
	<=
	946
	6

	9
	Шлифовальные
	21
	4
	840
	<=
	840
	1

	10
	
	
	
	ЦФ1->max
	
	ЦФ2
	960

	11
	Прибыль
	70
	40
	3360
	
	
	


Вначале ячейки B4 : C4 – пустые, они предназначены для записи решения задачи. В ячейке D7 записана формула

= СУММПРОИЗВ(B7 : C7; $B$4 : $C$4).

Содержимое ячеек D8, D9, D11 получено копированием формулы из D7. 
В ячейке G10 записана формула

= СУММПРОИЗВ(G7 : G9; F7 : F9 – D7 : D9),
характеризующая суммарный штраф за простой оборудования, как это следует из формулы (1.6).

Далее идет обращение к процедуре «Поиск решения» в пункте меню «Сервис». Целевой ячейкой является D11. Оптимальный план выпуска продукции в количествах 36 и 21 ед. содержится в ячейках B4 : C4, максимальная прибыль (ячейка D11) равна 
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1.3.5. Оптимизация штрафа в Excel
Решение задачи по второму критерию выполняется в Excel на другом листе аналогично (см. табл. 1.6), но целевой ячейкой служит G10.

Т а б л и ц а 1.6
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 2 – штраф за простой станков

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Продукция
	Шкаф
	Стол
	
	
	
	

	4
	Значение
	22
	34
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения
	
	

	6
	Станки
	
	
	Левая часть
	Знак
	Правая часть
	Штраф

	7
	Строгальные
	13
	14
	762
	<=
	762
	1

	8
	Фрезерные
	9
	22
	946
	<=
	946
	6

	9
	Шлифовальные
	21
	4
	598
	<=
	840
	1

	10
	
	
	
	ЦФ1
	
	ЦФ2->min
	242

	11
	Прибыль
	70
	40
	2900
	
	
	


Оптимальное решение по второму критерию (ячейки B4 : C4) состоит в выпуске шкафов и столов в количествах 22 и 34 ед., минимальный штраф за простой оборудования (ячейка G10) составляет 
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 ден.ед., При этом прибыль (ячейка D11) равна 
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Полученные результаты оптимизации по двум критериям сведены в табл. 1.7.

Т а б л и ц а 1.7
	Критерий оптимальности
	Продукция
	Значения целевых функций

	
	Вершина на рис.1
	Шкаф
	Стол
	z, ден.ед.
	w, ден.ед.

	Прибыль от реализации продукции
	C
	36
	21
	3360
	960

	Штраф за простой станков
	B
	22
	34
	2900
	242


На рис. 1.1 оптимальному плану по прибыли соответствует вершина C(36;21), а оптимальному плану по штрафу – вершина B(22;34).
1.3.6. Математическая модель оптимизации прибыли с учетом штрафа 
Обратимся к третьему критерию оптимальности, равному разности общей прибыли предприятия от реализации готовой продукции и штрафа за простой оборудования. Математически задача состоит в максимизации функции 
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(1.8)
при ограничениях (1.3)-(1.4).

Используя соотношения (1.5) и (1.7), получим
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Тогда модель задачи состоит в определении чисел 
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 и 
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, удовлетворяющих системе ограничений (1.3)-(1.4), для которых целевая функция 
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(1.9)

достигает максимума. Решение этой задачи выполним в Excel на третьем листе, как показано в табл. 1.8. Целевой ячейкой является G11, содержимое которой определяется формулой

= D11 – G10,

вытекающей из (1.8).

Т а б л и ц а 1.8
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 3 – прибыль - штраф 

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Продукция
	Шкаф
	Стол
	
	
	
	

	4
	Значение
	22
	34
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения
	
	

	6
	Станки
	
	
	Левая часть
	Знак
	Правая часть
	Штраф

	7
	Строгальные
	13
	14
	762
	<=
	762
	1

	8
	Фрезерные
	9
	22
	946
	<=
	946
	6

	9
	Шлифовальные
	21
	4
	598
	<=
	840
	1

	10
	
	
	
	ЦФ1
	
	ЦФ2
	242

	11
	Прибыль
	70
	40
	2900
	
	ЦФ3->max
	2658


Поиск решения дает оптимальное решение по третьему критерию (ячейки B4 : C4), которое состоит в выпуске шкафов и столов в количествах 22 и 34 ед. Максимальная прибыль с учетом штрафа за простой оборудования (ячейка G11) равна 
[image: image88.wmf]2658
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 ден.ед. 
Аналогично можно определить оптимальный план выпуска продукции с учетом штрафа, используя выражение (1.9).
1.4. Содержание отчета по работе

Отчет должен содержать следующие пункты:

· задание на работу с конкретными исходными данными студента,

· математическую модель максимизации прибыли,

· математическую модель минимизации штрафа,

· графическое решение задачи максимизации прибыли,
· оптимизацию общей прибыли в Excel в табличном виде,
· оптимизацию штрафа в Excel в табличном виде,
· математическую модель и оптимизацию прибыли с учетом штрафа,
· выводы по работе.

2. ОПТИМИЗАЦИЯ РАСКРОЯ ДРЕВЕСНОСТРУЖЕЧНЫХ ПЛИТ
2.1. Задание на работу
Древесно-стружечные плиты размером 
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 подлежат раскрою на детали двух типоразмеров: 
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 и 
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. Требуется получить не менее 
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 деталей первого и не менее 
[image: image93.wmf]2
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 деталей второго типоразмера. Определить наилучший план раскроя.

В такой постановке задача является некорректной, поскольку указанное число заготовок может быть получено многими способами и не понятно, какой из способов является более предпочтительным по отношению к другим. Для получения однозначного решения задачи введем следующие критерии оптимальности:
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 – минимальное количество плит, затраченных на раскрой;
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 – минимум суммарной площади отходов;


[image: image96.wmf]3
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 – минимум суммарной длины пропилов; этот критерий может быть важен для экономии электроэнергии при работе станка.

Принятие наилучшего решения зависит от выбранного критерия оптимальности. Для решения данной задачи необходимо выполнить следующие пункты:

1. Разработать возможные варианты (карты) раскроя ДСтП. 

2. Составить математическую модель в виде задачи линейного целочисленного программирования по критерию минимального расхода плит. Решить задачу в Excel.

3. Составить математическую модель в виде задачи линейного целочисленного программирования по критерию минимизации отходов. Решить задачу в Excel.

4. Составить математическую модель в виде задачи линейного целочисленного программирования по критерию минимума суммарной длины пропилов. Решить задачу в Excel.

5. Составить сравнительную таблицу с результатами оптимизации по трем критериям.
6. Показать результаты оптимизации на диаграмме.

2.2. Сведения из теории
Область математики, занимающаяся исследованием и решением задач нахождения наибольших или наименьших значений функций на конечных (или счетных) множествах, называется дискретным программированием. Наиболее изученными задачами этого раздела являются целочисленные задачи линейного программирования, т.е. задачи линейного программирования, в которых на все переменные или на их часть наложено дополнительное требование целочисленности. Аналогичным образом определяются  целочисленные задачи и для более общих задач оптимального программирования – можно говорить, например, о задачах выпуклого целочисленного программирования и т.д. От целочисленных задач принято отличать так называемые дискретные задачи математического программирования, в которых областью допустимого изменения переменных является не множество целых  неотрицательных чисел, а некоторое произвольное конечное множество. Однако формально такие задачи могут быть сведены к целочисленным. Здесь будут рассматриваться лишь модели линейного целочисленного программирования. 

В моделях линейного целочисленного программирования по сравнению с обычными моделями линейного программирования на все переменные величины 
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 или на некоторые из них налагается требование целочисленности. В первом случае обычно говорят о полностью целочисленных, а во втором - о частично целочисленных задачах.

Значительная часть задач экономического характера требует целочисленности решений. Различают две разновидности моделей задач линейного целочисленного программирования: задачи с неделимостью и задачи с булевыми переменными. К первым относятся модели задач, в которых искомые величины являются  физически неделимыми объектами, как, например, число предприятий, число распределяемых машин, количество единиц неделимой информации и т.п. Модели с булевыми переменными (т.е. переменными, принимающими два значения "0" или "1") охватывают разнообразные оптимальные задачи комбинаторного характера, задачи с дополнительными логическими условиями, которые с помощью искусственно вводимых булевых переменных приводятся к линейным моделям задач целочисленного программирования.

Оптимальное решение, найденное симплексным методом, как правило, не является целочисленным. Округление полученных результатов до ближайших целых чисел допустимо в тех случаях, когда значения переменных, образующих оптимальный план исходной задачи, достаточно велики, и погрешностями округления с практической точки зрения можно пренебречь. Однако, во многих случаях такое округление дает вообще недопустимое решение, а если решение оказывается допустимым, то далеко не лучшим среди целочисленных решений, т.е. не оптимальным. Поэтому для нахождения оптимального целочисленного решения нужны особые методы и алгоритмы.

Методы целочисленной оптимизации можно разделить на три основные группы: методы отсечений, комбинаторные методы и приближенные методы. Название "методы отсечений" связано с тем обстоятельством, что в систему ограничений вводятся дополнительные неравенства, отсекающие некоторые части множества допустимых решений, в которых отсутствуют точки с целочисленными координатами. Комбинаторные методы занимают доминирующее положение в целочисленном программировании. Это методы направленного частичного перебора допустимых решений. Наиболее известным комбинаторным методом является метод ветвей и границ, в котором из рассматриваемой задачи получается две подзадачи путем специального разбиения множества допустимых решений и отбрасывания областей, не содержащих целочисленных решений. Трудности машинной реализации точных методов решения задач целочисленного программирования привели к появлению приближенных методов случайного поиска в сочетании с локальной оптимизацией, а также методов, построенных на использовании особенностей  конкретной задачи.

Среди задач целочисленной оптимизации исключительно важными для практики являются, так называемые, раскройные задачи. В этих задачах требуется наилучшим образом произвести раскрой каких-либо материалов. Это могут быть бревна, брус, прутья, арматура и другие одномерные материалы. Раскрой может быть двумерный или плоский, если требуется раскроить плиты (древесно-стружечные, древесно-волокнистые и пр.), фанеру, стекло, линолеум и другие материалы. Моделирование оптимального раскроя материалов является одним из способов эффективного использования производственных ресурсов предприятия.

2.3. Пример выполнения работы
Решим задачу плоского раскроя при следующих исходных данных. Древесно-стружечные плиты имеют размер 230см. х 120см., и их необходимо раскроить на детали вида I размером 170см. х 50см. в количестве 89 штук и детали вида II размером 110см. х 65см. в количестве 45 штук. Найти оптимальный план раскроя по трем критериям оптимальности, указанным в задании на контрольную работу.
2.3.1. Карты раскроя

Возможные варианты (или карты) раскроя древесно-стружечных плит на требуемые детали изобразим на рис. 2.1.
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Рис. 2.1. Карты раскроя ДСП

В табл. 2.1 приведены возможные способы раскроя плит, количество деталей двух типов, полученных от каждого способа раскроя, и потребности в этих деталях.

Т а б л и ц а 2.1
	Детали вида
	Способы (карты) раскроя
	Потребности

в деталях

	
	1
	2
	3
	

	I

II
	2

0
	0

3
	1

2
	89

45

	Число раскраиваемых плит
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2.3.2. Система ограничений
Введем обозначения. Пусть 
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 – количество плит, которые должны быть раскроены по первой карте;
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 – количество плит, которые должны быть раскроены по второй карте;
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 – количество плит, которые должны быть раскроены по третьей карте.

На основе данных табл. 2.1 получим систему ограничений на требуемое количество деталей. Деталей вида I будет получено 
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(2.2)

Поскольку число раскроенных плит должно быть целым, то условия неотрицательности и целочисленности неизвестных 
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(2.3)

очевидны. Условия (2.2)-(2.3) представляют собой систему ограничений раскройной задачи.
2.3.3. Критерий минимизации затраченных плит
Общее число затраченных плит равно сумме числа плит, раскроенных по всем картам. Поэтому из определения функции 
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(2.4)

Решение в Excel.
2.3.4. Критерий минимизации площадей отходов
Определив площадь отходов для каждого варианта раскроя одного листа ДСП, получим 
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м2. Тогда для второго критерия оптимальности целевая функция имеет вид
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(2.5)
2.3.5. Критерий минимизации суммарной длины пропилов
Длины пропилов для каждого варианта раскроя листа ДСП соответственно равны: 
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м. Поэтому целевая функция для третьего критерия оптимальности оказывается равной
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(2.6)
Системы ограничений (2.2)-(2.3) при этом остаются без изменения. Таким образом, новые модели отличаются от модели (2.2) –(2.4) только целевыми функциями.
2.3.6. Решение в Excel
Решение всех трех задач оптимизации, полученное в Excel, приведено в табл. 2.2 – 2.4, размещенных на трех листах Excel. Заполнение данных на всех трех листах следующее: 

· помещается пояснительная информация, выделенная серым цветом,

· ячейки B4 : D4 остаются пустыми,

· в блоке ячеек B7 : D8 записываются коэффициенты системы ограничений (10),

· в ячейках E7 : E8 записываются формулы для левых частей системы ограничений,

· в ячейках G7 : G8 помещаются правые части системы ограничений,

· в блоке ячеек B10 : D12 помещаются коэффициены целевых функций (2.4) – (2.6), а в ячейках E10 : E12 – формулы для вычисления значений целевых функций.

Отличие состоит только в указании целевых ячеек при обращении к процедуре «Поиск решения». На листе 1 целевой ячейкой служит E10 (табл. 2.2), на листе 2 – ячейка E11 (табл. 2.3), на листе 3 – ячейка E12 (табл. 2.4). Эти ячейки отмечены справа символом *.  
Т а б л и ц а 2.2
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 1 – общее количество плит

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Число плит
	x1
	x2
	x3
	
	
	

	4
	Значение
	33
	0
	23
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения

	6
	
	 
	 
	 
	Левая часть 
	Знак
	Правая часть

	7
	Детали вида I
	2
	0
	1
	89
	>=
	89

	8
	Детали вида II
	0
	3
	2
	46
	>=
	45

	9
	
	
	
	
	ЦФ
	
	

	10
	z1, шт
	1
	1
	1
	56
	*
	

	11
	z2, м2
	1,06
	0,615
	0,48
	46,02
	
	

	12
	z3, м
	4,6
	5,6
	6,4
	299
	
	


Т а б л и ц а 2.3
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 2 – общая площадь отходов

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Число плит
	x1
	x2
	x3
	
	
	

	4
	Значение
	0
	0
	89
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения

	6
	
	 
	 
	 
	Левая часть 
	Знак
	Правая часть

	7
	Детали вида I
	2
	0
	1
	89
	>=
	89

	8
	Детали вида II
	0
	3
	2
	178
	>=
	45

	9
	
	
	
	
	ЦФ
	
	

	10
	z1, шт
	1
	1
	1
	89
	
	

	11
	z2, м2
	1,06
	0,615
	0,48
	42,72
	*
	

	12
	z3, м
	4,6
	5,6
	6,4
	569,6
	
	


Т а б л и ц а 2.4
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 3 – общая длина пропилов

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Число плит
	x1
	x2
	x3
	
	
	

	4
	Значение
	45
	15
	0
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения

	6
	
	 
	 
	 
	Левая часть 
	Знак
	Правая часть

	7
	Детали вида I
	2
	0
	1
	90
	>=
	89

	8
	Детали вида II
	0
	3
	2
	45
	>=
	45

	9
	
	
	
	
	ЦФ
	
	

	10
	z1, шт
	1
	1
	1
	60
	
	

	11
	z2, м2
	1,06
	0,615
	0,48
	56,925
	
	

	12
	z3, м
	4,6
	5,6
	6,4
	291
	*
	


2.3.7. Сравнение результатов оптимизации для различных критериев
Результаты решения, полученные выше, сведены в табл. 2.5. Их можно поместить в Excel на лист 4. 
Т а б л и ц а 2.5
	Критерий

оптимальности

(на минимум)
	Число раскроенных плит 
	Значения критерия

	
	Карта 1
	Карта 2
	Карта 3
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	Расход плит
	33
	0
	23
	56
	46,02
	299

	Площадь отходов
	0
	0
	89
	89
	42,72
	569,6

	Длина пропилов
	45
	15
	0
	60
	56,925
	291


Как следует из табл. 2.5, наблюдается значительное различие между полученными оптимальными планами для различных критериев оптимальности. Так, например, для второго критерия расход плит может быть превышен по сравнению с оптимальным вариантом более, чем на 
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В рассмотренной задаче отсутствует единственный признак оптимальности, и имеет место «неопределенность» цели.

На рис. 2.2. представлена пространственная диаграмма, характериующая результаты оптимизации по трем критериям. Она строится на основе данных табл. 2.5. Для каждого критерия (им соответствуют строки) на диаграмме изображено количество плит, которое должно быть раскроено по всем картам (им соответствуют столбцы). 

[image: image123.emf]Карта 1

Карта 2

Карта 3

Расход плит

Площадь отходов

Длина пропилов

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90


Рис. 2.2. Отображение результатов оптимизации на диаграмме
2.4. Содержание отчета по работе

Отчет должен содержать следующие пункты:

· задание на работу с конкретными исходными данными студента,

· карты раскроя плиты на детали,

· математические модели, составленные для каждого критерия оптимальности,

· решение в Excel задач оптимизации для каждого критерия,

· сравнение полученных результатов оптимизации,
· выводы по работе.

3. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 
3.1. Задание на работу
Пиловочное сырье, сосредоточенное в трех леспромхозах, необходимо доставить на пять лесозаводов. Запасы груза в пунктах отправления равны соответственно 
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 единиц. При этом суммарный запас груза у поставщиков равен суммарным потребностям: 
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. Затраты на перевозку единицы груза от 
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-го поставщика 
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-му потребителю известны и равны 
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 руб. Требуется определить оптимальный план перевозок груза, т.е. найти количество груза, которое необходимо перевезти от каждого поставщика каждому потребителю, чтобы все запасы были бы вывезены из пунктов отправления, были бы удовлетворены потребности пунктов назначения и этот план имел бы минимальные затраты на все перевозки. 

Для решения задачи необходимо выполнить следующие пункты:

1. Исходные данные представить в виде таблицы перевозок. 

2. Определить планы перевозок и суммарные затраты тремя методами:

· равномерного заполнения таблицы,

· «северо-западного» угла,

· минимальной стоимости.

3. Составить математическую модель транспортной задачи.

4. Определить оптимальный план перевозок в Excel.
5. Вычислить затраты по оптимальному плану перевозок. Сравнить все планы по критерию суммарных затрат.
6. Изобразить оптимальный план перевозок в виде графа. 

3.2. Сведения из теории

Планирование перевозок грузов является важной экономической задачей, занимающей ключевое место среди других проблем планирования. Большое значение имеет задача о минимизации транспортных издержек при перевозках однородных грузов из пунктов производства в пункты потребления, например, древесины с нижних складов к деревообрабатывающим предприятиям, строительных материалов с баз на стройплощадки и т.п.
Пусть 
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 единицами некоторого однородного продукта (груза), и этот продукт должен быть доставлен 
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 перевозки единицы груза от поставщика 
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. Следует определить план перевозок, позволяющий вывезти все грузы, полностью удовлетворить потребности и имеющий наименьшие суммарные транспортные затраты.

Модель транспортной задачи называется закрытой (или сбалансированной), если суммарные запасы груза равны суммарным потребностям, т.е.  
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. Если это условие не выполняется, то модель называется открытой (или несбалансированной). Открытая модель легко сводится к закрытой путем введения фиктивного поставщика (если потребности превышают запасы) или фиктивного потребителя (если запасы превышают потребности). Поэтому мы ограничимся рассмотрением только закрытой модели.
План перевозок транспортной задачи можно представить в виде матрицы 
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(3.1)
Система ограничений получается из следующих соображений. Все запасы из пункта 
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Все потребности пункта 
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 должны быть удовлетворены, т.е.
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(3.3)

Таким образом, математическая модель транспортной задачи состоит в определении неотрицательного плана перевозок 
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, для которого выполняются условия (3.2) и (3.3), а целевая функция (3.1) принимает наименьшее значение. Доказано, что транспортная задача с закрытой моделью всегда разрешима, т.е. она имеет оптимальное решение.

Специфика ограничений транспортной задачи значительно облегчает применение симплексного метода для ее решения. Симплексный метод сводится к методу потенциалов, при использовании которого можно обойтись без составления симплексных таблиц, заменив их таблицами перевозок вида табл. 3.1.
Т а б л и ц а 3.1
	Пункты отправления и запасы груза
	Пункты назначения и потребности

	
	
[image: image167.wmf]1

B


	
[image: image168.wmf]2

B


	…
	
[image: image169.wmf]n

B



	
	
[image: image170.wmf]1

b


	
[image: image171.wmf]2

b


	…
	
[image: image172.wmf]n

b



	
[image: image173.wmf]1

A


	
[image: image174.wmf]1

a


	
	
[image: image175.wmf]11

c


	
	
[image: image176.wmf]12

c


	…
	
	
[image: image177.wmf]n

c

1



	
	
	
[image: image178.wmf]11

x


	
	
[image: image179.wmf]12

x


	
	
	
[image: image180.wmf]n

x

1


	

	
[image: image181.wmf]2

A


	
[image: image182.wmf]2

a


	
	
[image: image183.wmf]21

c


	
	
[image: image184.wmf]22

c


	…
	
	
[image: image185.wmf]n

c

2



	
	
	
[image: image186.wmf]21

x


	
	
[image: image187.wmf]22

x


	
	
	
[image: image188.wmf]n

x

2


	

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	
[image: image189.wmf]m

A


	
[image: image190.wmf]m

a


	
	
[image: image191.wmf]1

m

c


	
	
[image: image192.wmf]2

m

c


	…
	
	
[image: image193.wmf]mn

c



	
	
	
[image: image194.wmf]1

m

x


	
	
[image: image195.wmf]2

m

x


	
	
	
[image: image196.wmf]mn

x


	


3.3. Пример выполнения работы

Предположим, что запасы груза в пунктах отправления равны соответственно 200, 160 и 80 единиц. Потребности пунктов назначения составляют соответственно 120, 100, 110, 70  40 единиц. Затраты на перевозку единицы груза (тарифы) 
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 содержатся в матрице
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3.3.1. Таблица перевозок 
Имеем транспортную задачу с тремя поставщиками и пятью потребителями, исходные данные которой можно представить в виде табл. 3.2. 

Т а б л и ц а 3.2
	Пункты отправления и запасы груза
	Пункты назначения и потребности
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3.3.2. Математическая модель 
Определим сначала вид транспортной модели. Для этого вычислим сумарные запасы груза у поставщиков
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и суммарные потребности 
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Так как 
[image: image225.wmf]440
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, то модель является закрытой, и задача обязательно имеет оптимальное решение.
Суммарные транспортные затраты на перевозки груза от поставщиков к потребителям согласно (3.1) составляют
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(3.4)
Ограничения (3.2) и (3.3) показывают, что все запасы должны быть вывезены от поставщиков
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(3.5)
и должны быть удовлетворены потребности пунктов назначения
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(3.6)
Все поставки груза должны быть неотрицательными
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(3.7)

Соотношения (3.4)-(3.7) обрауют математическую модель транспортной задачи. 
Замечание. Одно из уравнений системы (3.5)-(3.6) следует из остальных уравнений, и его можно опустить. Действительно, если сложить все уравнения (3.5) и из полученной суммы вычесть любые четыре уравнения системы (3.6), то получим пятое уравнение этой системы. Таким образом, одно из уравнений системы ограничений является линейной комбинацией остальных уравнений.
3.3.3. «Равномерный» план перевозок
В среде Excel на листе 1 в блоке ячеек B2 : F4 поместим тарифы на перевозки из табл. 3.2. Блок ячеек B7 : F9 предусмотрим для записи плана перевозок. В ячейки H7 : H9 запишем запасы груза у поставщиков, а в ячейки B11 : F11 – потребности пунктов назначения. Суммарные затраты на перевозку будем рассчитывать в ячейке G2, в которую поместим формулу

= СУММПРОИЗВ(B2 : F4; B7 : F9). Содержимое этой ячейки сначала равно нулю. Однако, постепенно заполняя ячейки B7 : F9 числами, содержимое ячейки G2 будет меняться в соответствии с формулой (3.2).
Чтобы получить «равномерный» план перевозок, запасы поставщика 
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A

 разделим примерно поровну между потребителями. В данном случае направим от 
[image: image233.wmf]1

A

 каждому потребителю по 
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 ед. груза. Тем самым потребитель 
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 получит груз в нужном объеме, и тогда поставки от других поставщиков будут нулевыми. Распределяя «равномерно» запасы поставщика 
[image: image236.wmf]2

A

 между оставшимися потребителями, видим, что каждому следует направить по 40 ед. груза. Однако, потребителю 
[image: image237.wmf]4
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 достаточно направить лишь 30 ед., что и записывается в соответствующей клетке. Остальной груз в объеме 130 ед. распределяем так, как это показано в табл.3.3. В строку, соответствующую поставкам 
[image: image238.wmf]3

A

, поместим остаточные значения объемов груза. 
Т а б л и ц а  3.3
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	
	Тарифы на перевозку груза
	
	

	2
	
	3
	2
	4
	6
	7
	1610
	

	3
	
	2
	3
	1
	2
	6
	
	

	4
	
	5
	4
	7
	6
	8
	
	

	5
	
	"Равномерный" план перевозок
	
	

	6
	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	Запасы

	7
	A1
	40
	40
	40
	40
	40
	
	200

	8
	A2
	40
	40
	50
	30
	0
	
	160

	9
	A3
	40
	20
	20
	0
	0
	
	80

	10
	
	
	
	
	
	
	
	

	11
	Потребности
	120
	100
	110
	70
	40
	
	


После заполнения перевозок в клетке G2 мы автоматически получим суммарные затраты, равные 1610 руб.
3.3.4. План перевозок, полученный методом «северо-западного» угла
Следующий план перевозок получим в Excel на листе 2. Отличие от предыдущего плана состоит только в заполнении блока ячеек B7 : F9. Поэтому можно скопировать лист 1 на лист 2 и изменить только содержимое указанного блока. В ячейку B7 («северо-западная» клетка) поставим максимально допустимую перевозку, равную 
[image: image239.wmf](
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. Тогда перевозки в пункт 
[image: image240.wmf]1
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 от других поставщиков должны быть равны нулю. Первый столбец оказался заполненным. Переходим к заполнению следующей «северо-западной» клетки C7, учитывая, что запас поставщика 
[image: image241.wmf]1
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 уменьшился на 120 и стал равен 80 ед. В ячейку C7 поставим перевозку, равную 
[image: image242.wmf](
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. Тогда перевозки из пункта 
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A

 остальным потребителям должны быть равны нулю. Первая строка оказалась заполненной. При этом потребность пункта 
[image: image244.wmf]2

B

 уменьшилась на величину 80 ед. и стала равной 20 ед. Продолжая этот процесс дальше, получим план перевозок, представленный в табл. 3.4.
Т а б л и ц а 3.4
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	
	Тарифы на перевозку груза
	
	

	2
	
	3
	2
	4
	6
	7
	1310
	

	3
	
	2
	3
	1
	2
	6
	
	

	4
	
	5
	4
	7
	6
	8
	
	

	5
	
	План по методу «северо-западного» угла
	
	

	6
	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	Запасы

	7
	A1
	120
	80
	0
	0
	0
	
	200

	8
	A2
	0
	20
	110
	30
	0
	
	160

	9
	A3
	0
	0
	0
	40
	40
	
	80

	10
	
	
	
	
	
	
	
	

	11
	Потребности
	120
	100
	110
	70
	40
	
	


После заполнения перевозок методом «северо-западного» угла в клетке G2 получим суммарные затраты для этого плана, равные 1310 руб.
3.3.5. План перевозок, полученный методом минимальной стоимости 
На листе 3 составим план перевозок методом минимальной стоимости. Отличие от предыдущих планов состоит только в заполнении блока ячеек B7 : F9. Заполнение плана перевозок начнем с ячейки, имеющей минимальную стоимость, а именно, с ячейки D8, в которой тариф (ячейка D3) равен 1. В ячейку D8 поместим максимально допустимую перевозку, равную 
[image: image245.wmf](
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. Поскольку потребность пункта 
[image: image246.wmf]3
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 будет удовлетворена, то перевозки в этот пункт от других поставщиков будут равны нулю. Тем самым оказывается заполненным третий столбец, а запас поставщика 
[image: image247.wmf]2

A

 уменьшится на 110 и составит 160 – 110 = 50 ед. Из оставшихся незаполненных ячеек выбираем новую ячейку с минимальной стоимостью. Пусть это будет C7, у которой тариф равен 2. В ячейку C7 поместим перевозку, равную 
[image: image248.wmf](
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100
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 ед., и тогда в ячейки C8 – C9 ставим нулевые перевозки. Заполненным оказывается второй столбец, а запас поставщика 
[image: image249.wmf]1

A

 уменьшится на 100 ед. и составит 200 – 100 = 100 ед.
Продолжая этот процесс дальше, получим план перевозок, представленный в табл. 3.5.
Т а б л и ц а 3.5
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	
	Тарифы на перевозку груза
	
	

	2
	
	3
	2
	4
	6
	7
	1360
	

	3
	
	2
	3
	1
	2
	6
	
	

	4
	
	5
	4
	7
	6
	8
	
	

	5
	
	План по методу минимальной стоимости
	
	

	6
	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	Запасы

	7
	A1
	70
	100
	0
	30
	0
	
	200

	8
	A2
	50
	0
	110
	0
	0
	
	160

	9
	A3
	0
	0
	0
	40
	40
	
	80

	10
	
	
	
	
	
	
	
	

	11
	Потребности
	120
	100
	110
	70
	40
	
	


После заполнения перевозок методом минимальной стоимости в клетке G2 получим суммарные затраты для этого плана, равные 1360 руб.
3.3.6. Определение оптимального плана перевозок 
Планы перевозок груза, полученные ранее и содержащиеся в табл. 3.3-3.5, образованы без привлечения надлежащего математического аппарата, и потому, вряд ли являются оптимальными. Лучшим, т.е. наиболее близким к оптимальному, из трех рассмотренных планов является в данном случае план, полученный методом «северо-западного» угла, так как суммарные затраты по нему наименьшие и составляют 1310 руб. 
Оптимальный план перевозок определим в Excel на листе 4 с помощью процедуры «Поиск решения». Скопируем один из предыдущих листов на лист 4 и дополним его двумя графами. В блок ячеек G7 : G9 поместим левые части системы (3.5). Для этого в ячейку G7 поместим формулу
= СУММ(B7 : F7),
которую протянем на ячейки G8 и G9. В блок ячеек B10 : F10 поместим левые части системы (3.6). Для этого в ячейку B10 поместим формулу
= СУММ(B7 : B9),

которую протянем на блок ячеек C10 : F10. Чтобы определить оптимальный план перевозок, следует обратиться к процедуре «Поиск решения», как показано на рис. 3.1.
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Рис.3.1. Обращение к процедуре «Поиск решения» в транспортной задаче
Согласно сделанному выше замечанию, последнее уравнение системы (3.6) опущено. Кроме того, если будет получено не целочисленное решение, то можно ввести дополнительное ограничение на целочисленность.  Результаты оптимизации представлены табл. 3.6.
Т а б л и ц а 3.6
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	
	Тарифы на перевозку груза
	
	

	2
	
	3
	2
	4
	6
	7
	1250
	

	3
	
	2
	3
	1
	2
	6
	
	

	4
	
	5
	4
	7
	6
	8
	
	

	5
	
	Оптимальный план перевозок
	
	

	6
	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	Запасы

	7
	A1
	120
	80
	0
	0
	0
	200
	200

	8
	A2
	0
	0
	110
	50
	0
	160
	160

	9
	A3
	0
	20
	0
	20
	40
	80
	80

	10
	
	120
	100
	110
	70
	40
	
	

	11
	Потребности
	120
	100
	110
	70
	40
	
	


В ячейке G2 находятся минимальные суммарные затраты для оптимального плана перевозок, составляющие 1250 руб.
3.3.7. Граф перевозок 
На основании оптимального плана изображен граф перевозок в виде рис. 3.2. На графе представлены направления перевозок груза и оптимальные объемы перевозок.

Рис. 3.2. Граф перевозок для оптимального плана
3.4. Содержание отчета по работе

Отчет должен содержать следующие пункты:

· задание на работу с конкретными исходными данными студента,
· математическая модель транспортной задачи для конкретных данных студента,

· «равномерный» план перевозок, суммарные затраты на перевозки,
· план перевозок, полученный методом «северо-западного» угла, суммарные затраты на перевозки,
· план перевозок, полученный методом минимальной стоимости, суммарные затраты на перевозки,
· оптимальный план перевозок, суммарные затраты на перевозки,
· граф перевозок, построенный для оптимального плана,
· выводы по работе.

4. ЗАКРЕПЛЕНИЕ ПРОДАВЦОВ ЗА ТОВАРАМИ
4.1. Задание на работу
Имеется 
[image: image251.wmf]n

 продавцов и 
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 видов товара, предназначенных для продажи. Доход от продажи 
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-ым продавцом 
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-го товара известен и равен 
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. Требуется закрепить за продавцами продажу этих товаров таким образом, чтобы каждый продавец был занят продажей лишь одного товара, каждый товар продавался только одним продавцом и общий доход от продажи всего товара был максимальным.

Для решения задачи необходимо выполнить следующие пункты:

1. Составить математическую модель в виде задачи линейного целочисленного программирования с булевыми переменными.
2. Вычислить количество допустимых решений задачи.

3. Определить в Excel оптимальный план закреплений продавцов за товаром. 

4. Найти доход каждого продавца от продажи своего товара.

5. Оптимальный план закреплений продавцов за товарами представить на диаграмме.
4.2. Сведения из теории

Важный раздел целочисленной оптимизации составляют математические модели задач с булевыми переменными, т.е. переменными, принимающими только два значения "1", или "0".  С помощью булевых переменных можно решать самые различные по содержанию задачи, в которых надо что-то выбирать из имеющихся различных вариантов. Примерами задач данного класса в процессе управления производством служат задачи 
· оптимального назначения исполнителей на работы, 
· при выборе вариантов комплектующих изделий, 
· при выборе типа станка для обработки деталей,  
· в задаче закрепления продавцов за товарами различных видов, и т.д. 

Для того, чтобы составить матрицу условий задачи необходимо иметь исходные данные: характеристики деятельности любого исполнителя на каждой работе, определяющие значение принятого критерия оптимальности. Так, в задаче закрепления продавцов за товарами должны быть известны доходы каждого продавца от продажи товара любого вида, т.е. должна быть известна матрица
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Продавцам 
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 соответствуют строки, а видам товаров 
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 – столбцы этой матрицы. В задаче требуется определить, за каким продавцом должен быть закреплен тот или иной товар, т.е. ответить на вопрос «будет ли 
[image: image260.wmf]i

-ый продавец продавать 
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-ый товар или не будет». Таким образом, искомые неизвестные должны принимать только два значения «да», или «нет». В числовом выражении «1», или «0». 
Для составления математической модели введем булевы переменные 
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 следующим образом: 
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, если 
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-ый продавец осуществляет продажу 
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-го товара, и 
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, если 
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-ый продавец не занят продажей 
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-го товара. В сокращенном виде
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Запишем булевы неизвестные в виде следующей матрицы
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Через 
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 обозначим суммарный доход от продажи всего товара. Тогда
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(4.1)

Так как по условию каждый продавец продает только один вид товара, то



.








(4.2)

Так как каждый вид товара реализуется одним продавцом, то



.








(4.3)

Таким образом, математическая модель задачи о назначениях состоит в определении неотрицательных целых чисел 
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x

, удовлетворяющих ограничениям (4.2)-(4.3), для которых целевая функция (4.1) максимальна. Система ограничений задачи показывает, что каждое допустимое решение можно представить матрицей, содержащей по одной единице в каждой строке и каждом столбце, а остальные элементы матрицы равны нулям. Ясно также, что число допустимых решений в задаче равно 
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n

, и поэтому допустимое множество дискретно. 

Математическая модель в виде (4.1)-(4.3) представляет собой классический вариант задачи о назначениях. Она относится к линейному целочисленному программированию с булевыми переменными. В принципе комбинаторные задачи приведенного вида могут быть решены полным перебором всехвозможных вариантов допустимых решений. Однако, количество этих вариантов может быть столь большим, что полный перебор невозможно осуществить в реальноне время даже с помощью современных ЭВМ. Так, при 
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 получим число допустимых решений 
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. Если предположить, что компьютер в течение 1с находит 
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 допустимых решений и для каждого из них вычисляет значение целевой функции, то для решения задачи потребуется 
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 года (
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). Таким образом, для решения данной задачи при больших значениях 
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 перебор допустимых решений неприменим. 
Заметим, что математическая модель задачи о назначениях представляет собой частный случай сбалансированной транспортной модели при дополнительном условии целочисленности неизвестных. Поэтому для ее решения может быть применен классический метод решения – метод потенциалов. Для решения задачи можно использовать также венгерский метод и метод ветвей и границ. Однако, при наличии программного обеспечения быстрее и проще использовать информационные технологии.
4.3. Пример выполнения работы

Пусть для определенности n=4, а доходы продавцов от продажи товаров (д.е.) заданы в виде матрицы
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Продавцам соответствуют строки, а видам товаров – столбцы этой таблицы. Введем булевы переменные:
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Эти неизвестные представим в виде следующей матрицы
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Пусть величина 
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 характеризует суммарный доход от продажи всего товара. Тогда математическая модель задачи имеет вид
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(4.4)
при ограничениях на продажу товаров каждым продавцом
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(4.5)
на реализацию каждого вида товара
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(4.6)
а также на условия двоичности неизвестных
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Количество допустимых решений задачи равно 
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В среде Excel в блоке ячеек B2 : E5 поместим доходы продавцов от продажи товаров (см.табл. 4.1). Блок ячеек B8 : E11 предусмотрим для записи оптимального плана закрепления продавцов за товарами. Сначала все ячейки этого блока пустые или равны нулям. В блоки ячеек G8 : G11 и B13 : E13 поставим число 1 – правые части системы ограничений (4.5)-(4.6). Суммарный доход от продажи товара (4.4) рассчитывается в ячейке F2 в соответствии с формулой
= СУММПРОИЗВ(B2 : E5; B8 : E11). 
В блок ячеек F8 : F11 поместим левые части системы (4.5). Для этого в ячейку F8 поместим формулу
= СУММ(B8 : E8),

которую протянем на ячейки F9, F10 и F11. В блок ячеек B12 : E12 поместим левые части системы (4.6). Для этого в ячейку B12 поместим формулу
= СУММ(B8 : B11),

которую протянем на ячейки C12, D12, E12.

Т а б л и ц а 4.1
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	
	Доходы продавцов от продажи товаров
	
	

	2
	
	15
	20
	14
	18
	75
	

	3
	
	10
	13
	8
	9
	
	

	4
	
	24
	27
	25
	21
	
	

	5
	
	19
	17
	16
	20
	
	

	6
	
	Оптимальный план закрепления продавцов за товарами
	
	

	7
	
	Т1
	Т2
	Т3
	Т4
	
	

	8
	П1
	0
	1
	0
	0
	1
	1

	9
	П2
	1
	0
	0
	0
	1
	1

	10
	П3
	0
	0
	1
	0
	1
	1

	11
	П4
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	12
	
	1
	1
	1
	1
	
	

	13
	
	1
	1
	1
	1
	
	


Оптимальный план закрепления продавцов за товарами определим с помощью процедуры «Поиск решения», как показано на рис. 4.1.
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Рис. 4.1. Обращение к процедуре «Поиск решения» 

в задаче закрепления продавцов за товарами
Результаты оптимизации представлены в табл.20. В ячейке F2 находятся максимальный суммарный доход, равный 
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 д.е. В блоке ячеек B8 : E11 содержится оптимальное распределение продавцов по товарам, которое дается матрицей
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По оптимальному плану первый продавец должен продавать второй товар, второй продавец – первый товар, третий продавец – третий товар, четвертый продавец – четвертый товар. Доходы каждого продавца, полученные от продажи своего товара, приведены в табл. 4.2. 

Т а б л и ц а 4.2
	Продавец
	П1
	П2
	П3
	П4

	Доход
	20
	10
	25
	20


На рис. 4.2 дано схематическое изображение результатов оптимизации 

Рис. 4.2. Схема закрепления продавцов за товарами
4.4. Содержание отчета по работе

Отчет должен содержать следующие пункты:

· задание на работу с конкретными исходными данными студента, 

· математическую модель в виде задачи линейного целочисленного программирования с булевыми переменными, 

· количество допустимых решений задачи,

· оптимальный план закреплений продавцов за товаром,

· доход каждого продавца от продажи товара,

· диаграмма оптимального плана закреплений продавцов за товаром,

· выводы по работе.

5. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ПРОГРАММЫ
5.1. Задание на работу
Задача распределения производственной программы относится к числу задач о комплектном выпуске продукции. Будем интерпретировать ее как станковую задачу.

На 
[image: image296.wmf]m

 станках могут обрабатываться детали 
[image: image297.wmf]n

 видов. Известно, что в течение рабочего дня на 
[image: image298.wmf]i

-ом станке может быть обработано 
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 деталей 
[image: image300.wmf]j

-го вида. Обработанные на станках детали объединяются в комплекты. В один полный комплект входит 
[image: image301.wmf]1
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 деталей 1-го вида, 
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 деталей 2-го вида,  …, 
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k

 деталей 
[image: image304.wmf]n

-го вида.

Определить оптимальный план работы станков, то есть указать, какую часть рабочего дня каждый станок должен обрабатывать детали каждого вида с тем, чтобы число комплектов деталей было наибольшим.

Для решения задачи необходимо выполнить следующие пункты:

1. Составить математическую модель задачи в виде максиминной задачи. Определить класс, к которому относится данная математическая модель.

2. Предложить план работы станков и определить для него число полных комплектов деталей.

3. Выполнить преобразование математической модели к линейному программированию с частично целочисленными переменными.

4. Определить оптимальный план работы станков, используя процедуру «Поиск решения», входящую в программное обеспечение Excel. Отобразить полученные результаты на диаграмме.
5.2. Сведения из теории

Все данные о задаче представим в виде табл. 5.1.

Т а б л и ц а 5.1
	Станки
	Количество обработанных на станке деталей вида
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	Число деталей в одном комплекте
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Составим математическую модель станковой задачи. Пусть 
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 – часть рабочего дня, в течение которой на 
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-м станке обрабатываются детали 
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Обозначим через 
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 число комплектов деталей, которое будет получено в соответствии с этим планом.

Принимая рабочий день за единицу, составим систему ограничений. Суммарное время работы каждого станка по обработке всех деталей не должно превышать рабочего дня, тогда
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(5.1)
Время, затраченное каждым станком по обработке деталей каждого вида, не может принимать отрицательное значение, поэтому должны выполняться неравенства
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(5.2)
Количество деталей 
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-го вида, обработанных всеми станками по плану 
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 комплектов. Подразумевается, что это количество округляется до целого в меньшую сторону. В один полный комплект входят детали разных видов, поэтому общее число комплектов равно 
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(5.3)
По условию это число должно быть максимальным. Тогда получим задачу максимизации целевой функции (5.3) при условии, что неизестные удовлетворяют системе ограничений (5.1)-(5.2).
Математическая модель (5.1)-(5.3) представляет собой задачу выпуклого программирования. Действительно, поскольку система ограничений состоит из линейных неравенств, то допустимая область задачи является выпуклой. Целевая функция (5.3) представляет собой минимум из линейных функций. Нетрудно доказать, что если функции 
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 является вогнутой. Это утверждение рекомендуется доказать самостоятельно, исходя из определения вогнутой функции нескольких переменных. В случае функций одной переменной указанное утверждение можно пояснить геометрически. На рис. 5.1 представлены графики трех линейных функций (прямые линии) и минимум этих функций (жирная ломаная линия). Очевидно, что эта последняя функция вогнута.
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Рис. 5.1. Иллюстрация вогнутой функции

Тем самым задача (5.1)-(5.3) есть задача максимизации вогнутой функции 
[image: image348.wmf]z

 на выпуклой допустимой области, и, следовательно, математическая модель относится к выпуклому программированию.
5.3. Пример выполнения работы

На двух станках могут обрабатываться детали трех видов. В течение рабочего дня на первом станке может быть обработано 30 деталей первого вида, или 30 деталей второго вида, или 42 детали третьего вида. На втором станке в течение рабочего дня может быть обработано 18 деталей первого вида, или 50 деталей второго вида, или 150 деталей третьего вида. 

Пусть 2 детали первого вида, 5 деталей второго вида и 3 детали третьего вида составляют один полный комплект. Определить оптимальный план работы станков, то есть указать, какую часть рабочего дня каждый станок должен обрабатывать детали каждого вида с тем, чтобы число комплектов деталей было наибольшим.

Перечисленные данные запишем в табл. 5.2.

Т а б л и ц а 5.2
	Станки
	Детали

	
	1
	2
	3

	I
	30
	30
	42

	II
	18
	50
	150

	Комплектность
	2      :      5      :      3


Составим математическую модель станковой задачи. Пусть 
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	X =
	Станки
	Детали

	
	
	1
	2
	3

	
	
[image: image354.wmf]1

S


	
[image: image355.wmf]11

x


	
[image: image356.wmf]12

x


	
[image: image357.wmf]13

x



	
	
[image: image358.wmf]2

S


	
[image: image359.wmf]21

x


	
[image: image360.wmf]22

x


	
[image: image361.wmf]23

x




Обозначим через 
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 число комплектов деталей, которое будет получено в соответствии с этим планом.

Поскольку рабочий день принят за единицу, то имеем систему ограничений на время работы каждого станка
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(5.4)
Условия неотрицательности неизвестных: 
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Чтобы составить целевую функцию, найдем количество деталей каждого вида, обработанных двумя станками по плану 
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Так как один комплект состоит из 2 деталей первого вида, 5 деталей второго вида и 3 деталей третьего вида, то общее число комплектов деталей выражается функцией
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(5.6)

Таким образом, математической моделью станковой задачи является задача максимизации целевой функции (5.6) при условиях (5.4)-(5.5). 

Рассмотрим два плана обработки деталей. По плану

	X1 =
	Станки
	Детали

	
	
	1
	2
	3
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число комплектов деталей составляет
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Так как число комплектов должно быть целым, то считаем, что 
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Второй (оптимальный) план получим с помощью процедуры «Поиск решения» табличного процессора Excel. Математическая модель станковой задачи может быть сведена к задаче линейного программирования. Действительно, из определения целевой функции (4.12) следует, что
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(5.7)
При этом число 
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 – целое.









(5.8)

Поэтому, если включить 
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 в число неизвестных, то получим математическую модель в виде задачи максимизации функции 
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 при ограничениях (5.4), (5.5), (5.7), (5.8). Эта модель относится к линейному частично целочисленному программированию. Решение задачи выполним в Excel. В ячейки серого цвета, как показано в табл. 5.3, поместим неизменяемую информацию. В блок ячеек B3 : D5 поместим исходные данные задачи, а именно, число обработанных деталей каждым станком в течение рабочего дня и комплектность деталей. Блок ячеек B8 : D9 и ячейку F12 предусмотрим для значений оптимального плана работы станков 
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 и значения 
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. Эти ячейки оставляем пустыми. В ячейки E8 : E9 поместим формулы для записи левых частей системы (5.4), а именно, 

= СУММ(B8 : D8) 

и

 = СУММ(B9 : D9).
В ячейки G8 : G9 поместим 1 – правые части системы (5.4). В блок ячеек B12 : D12 поместим выражения для левых частей неравенств (5.7). Для этого в ячейку B12 запишем формулу
= СУММПРОИЗВ(B3 : B4; B8 : B9) / B5
и протянем ее на ячейки C12, D12. Наконец, в ячейку G12 поместим «короткую» формулу для целевой функции
= F12.

Т а б л и ц а 5.3
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	
	Количество обработанных деталей вида
	
	
	

	2
	Станки
	1
	2
	3
	
	
	

	3
	1
	30
	30
	42
	
	
	

	4
	2
	18
	50
	150
	
	
	

	5
	Комплект-ность
	2
	5
	3
	
	
	

	6
	
	
	
	
	
	
	

	7
	
	Время обработки деталей
	Левая часть
	Знак
	Правая часть

	8
	
	0,666667
	0,333333
	0
	1
	<=
	1

	9
	
	0
	0,8
	0,2
	1
	<=
	1

	10
	
	
	
	 
	
	
	

	11
	
	Число комплектов
	Знак
	z
	ЦФ max

	12
	
	10
	10
	10
	>=
	10
	10


После заполнения табл. 5.3 следует обратиться к процедуре «Поиск решения» и заполнить появившееся окно информацией, указанной на рис. 5.2.
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Рис. 5.2. Обращение к процедуре «Поиск решения» 

в задаче о комплектном выпуске продукции
Результатом решения задачи в Excel служит оптимальный план обработки деталей, полученный в табл. 5.3.
	Xmax =
	Станки
	Детали

	
	
	1
	2
	3
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Для этого плана число полных комплектов деталей равно 
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. На рис. 5.3 помещена диаграмма, которая для каждого станка показывает часть рабочего дня, в течение которой согласно оптимальному плану он должен быть занят обработкой деталей.  
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Рис. 5.3. Линейчатая диаграмма с накоплением
На диаграмме каждому станку соответствует прямоугольник длины 1 (рабочий день) с разбивкой на доли времени, отведенного на обработку деталей трех видов. 

5.4. Содержание отчета по работе

Отчет должен содержать следующие пункты:

· задание на работу с конкретными исходными данными студента, 
· математическую модель задачи в виде максиминной задачи,

· произвольный план работы станков, число полных комплектов деталей для этого плана, 

· преобразование математической модели к задаче линейного программирования с частично целочисленными переменными,

· оптимальный план работы станков, максимальное число полных комплектов,

· диаграмму, отражающую оптимальный план работы станков, 

· выводы по работе.
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