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Лабораторная работа 1
МНОГОФАКТОРНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ
1. Постановка задачи

По 
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 лесничествам известны усредненные данные зависимости запаса древесины (параметр 
[image: image2.wmf]y

) от следующих факторов: возраст (
[image: image3.wmf]1

x

), высота (
[image: image4.wmf]2

x

) и диаметр (
[image: image5.wmf]3

x

).
Требуется 

· определить уравнение линейной регрессии, т.е. найти линейную зависимость отклика 
[image: image6.wmf]y

 от факторов:
[image: image7.wmf]1
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, 
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, 
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; 

· определить коэффициент детерминации и выполнить проверку адекватности математической модели;

· установить аналитическую зависимость отклика от факторов путем введения в модель квадратичных членов;
· оценить значимость квадратичных членов;

· построить регрессионную модель без учета незначимых факторов

· определить коэффициент детерминации, выполнить проверку адекватности новой модели;

· сравнить фактические запасы древесины с запасами, полученными по модели, привести графическую иллюстрацию.

2. Сведения из теории

Предположим, что результаты 
[image: image10.wmf]n

 опытов сведены в табл. 1.

Таблица 1
	Номер
	Факторы
	Отклик

	опыта
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Будем искать аналитическую зависимость отклика 
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 от 
[image: image29.wmf]p

 факторов в виде:
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где 
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 – некоторые базисные функции. Будем считать, что нам известен вид этих функций. Эти функции могут быть линейными, квадратичными или др. Неизвестными являются коэффициенты этого разложения 
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, 
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. Положим 
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Математическая модель вида (1) является линейной относительно искомых коэффициентов. Эти коэффициенты следует выбрать такими, чтобы значения отклика 
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, 
рассчитанные по уравнению (1), были бы как можно ближе к фактическим значениям 
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. Используя метод наименьших квадратов, условие близости можно записать в виде:
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Отсюда следует, что коэффициенты разложения (1) являются решением задачи безусловной оптимизации
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(2)

Ниже в п.3.1 будет показано решение задачи (2) в Excel с помощью процедуры =ЛИНЕЙН().
Проверка того, хорошо ли согласуется полученное уравнение линейной регрессии с экспериментальными данными, называется проверкой адекватности. Уравнение регрессии считается адекватным, если расхождение между фактическими и теоретическими значениями отклика можно объяснить ошибками в определении условных средних, вызванных разбросом случайных результатов эксперимента.

Проведем статистический анализ полученного уравнения и оценим значимость коэффициентов 
[image: image41.wmf]k
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. Будем предполагать, что

· случайные величины 
[image: image42.wmf]i

y

 независимы и имеют нормальные распределения,

· дисперсии 
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 одинаковы и равны 
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 определяется точностью измерительных приборов,

· факторы 
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 изменяются с пренебрежимо малой ошибкой по сравнению с ошибкой в определении отклика 
[image: image47.wmf]y

.

Общая вариация отклика относительно его среднего значения распадается на вариацию, обусловленную моделью, и остаточную вариацию, возникающую вследствие случайных ошибок:
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где величина в левой части 
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 называется общей вариацией, или суммой квадратов относительно среднего (Total Sum of Squares), первое слагаемое в правой части 
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 - суммой квадратов, обусловленной регрессией или моделью (Model Sum of Squares), второе слагаемое 
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 - суммой квадратов ошибок (Error Sum of Squares), характеризующей рассеяние экспериментальных точек относительно уравнения регрессии.
Показателем качества подобранной модели традиционно считается коэффициент детерминации 
[image: image52.wmf]2

R

, представляющей собой отношение суммы квадратов, обусловленных моделью регрессии, к общей сумме квадратов откликов, скорректированной на среднее. 
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Коэффициент детерминации показывает долю общего разброса 
[image: image54.wmf]y

 относительно среднего 
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, объясняемую регрессией. В силу соотношения (3) справедливо неравенство 
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. Величину 
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 часто измеряют не в долях единицы, а в процентах. Чем ближе значение 
[image: image58.wmf]2
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 к 100%, тем лучше подобранная модель описывает данные эксперимента. Для линейной регрессии коэффициент детерминации равен квадрату коэффициента корреляции. 
Оценка адекватности полученной математической модели производится с помощью 
[image: image59.wmf]F

- отношения, которое вычисляется как частное от деления средних квадратов относительно модели на средние квадраты ошибок, то есть
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Отношение (5) сравнивается с критическим значением 
[image: image61.wmf]F

- распределения 
[image: image62.wmf]кр
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, полученном при заданном уровне значимости 
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 и степенями свободы: 
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, то гипотеза об адекватности уравнения регрессии принимается. В противном случае гипотеза отвергается. Если указанное неравенство оказывается неверным, то необходимо пересмотреть модель, приняв за основу другую систему базисных функций.

Коэффициенты разложения 
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 являются линейными комбинациями случайных величин 
[image: image68.wmf]i
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, распределенных по нормальному закону, и, следовательно, они также имеют нормальные распределения. Это позволяет использовать для проверки значимости коэффициентов регрессии критерий Стьюдента. Коэффициент 
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 можно считать незначимым и положить равным нулю, если 
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где 

- среднеквадратическое отклонение коэффициентов 
[image: image71.wmf]k
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, а 
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 определяется по таблице распределения Стьюдента в зависимости от числа степеней свободы 
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 и доверительной вероятности 
[image: image74.wmf]g

. Если гипотеза о равенстве нулю коэффициента 
[image: image75.wmf]k
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 принимается, то возникает необходимость заново пересчитать остальные коэффициенты уравнения регрессии. Тем самым математическая модель несколько упрощается за счет уменьшения числа базисных функций.
3. Пример выполнения лабораторной работы

Выполнение лабораторной работы предполагается в среде Microsoft.Excel. Исходные данные для расчетов приведены на листе Excel в виде табл.2.

Таблица 2
	
	A
	B
	C
	D
	E

	1
	№ лесни-чества
	Возраст, лет
	Высота, м
	Диаметр, см
	Запас, м3

	2
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	3
	1
	64
	16,6
	19
	2393

	4
	2
	76
	21,6
	24,3
	3260

	5
	3
	73
	19,6
	22
	3155

	6
	4
	65
	18,8
	23,3
	2471

	7
	5
	65
	19,3
	21,3
	2593

	8
	6
	68
	21,6
	20,5
	2627

	9
	7
	84
	17,6
	20,3
	3593

	10
	8
	83
	21,3
	22,8
	3879

	11
	9
	62
	17,1
	21,3
	2118

	12
	10
	64
	21,3
	23,8
	2980

	13
	11
	86
	18
	18
	3688

	14
	12
	88
	18,6
	20,8
	3629

	15
	13
	81
	18,3
	24,5
	3795

	16
	14
	85
	20,6
	24,8
	4539

	17
	15
	79
	21,1
	23,3
	3453

	18
	16
	82
	21,8
	24,3
	3839

	19
	17
	83
	20,6
	20,6
	4052

	20
	18
	86
	18,3
	21
	4041

	21
	19
	84
	17
	24,8
	3762

	22
	20
	89
	16,1
	23,1
	3634

	23
	21
	85
	18,6
	20,8
	4134

	24
	22
	81
	21,5
	19,1
	3643

	25
	23
	89
	17,6
	20,1
	4311

	26
	24
	67
	19
	18,3
	2325

	27
	25
	75
	16,5
	21,6
	2919

	28
	26
	73
	16
	24
	3129

	29
	27
	63
	16
	21,6
	2275

	30
	28
	73
	21,8
	23,1
	3057

	31
	29
	67
	21,3
	20,5
	2609

	32
	30
	75
	19,6
	22,6
	3053

	33
	31
	61
	19
	24,8
	2646

	34
	32
	74
	19,3
	19,8
	2972

	35
	33
	66
	21,5
	22,6
	2676

	36
	34
	72
	21
	21,8
	2998

	37
	35
	69
	17,1
	23,5
	2625

	38
	36
	78
	21,5
	24,5
	3448

	39
	37
	74
	18,3
	22,8
	3384

	40
	38
	87
	19,6
	22,6
	3886

	41
	39
	84
	20,1
	20,3
	3921

	42
	40
	69
	18,3
	19
	2824

	43
	41
	85
	20,8
	24,1
	4252

	44
	42
	81
	17,5
	18
	3028

	45
	43
	68
	16,1
	24,1
	2641

	46
	44
	81
	21,6
	21,1
	4005

	47
	45
	82
	16,3
	18,3
	3398

	48
	46
	81
	16,3
	22
	3401

	49
	47
	81
	17,8
	22,6
	3784

	50
	48
	89
	17,1
	22,3
	3736

	51
	49
	78
	19,1
	18,6
	3428

	52
	50
	63
	17,3
	19
	2071


Массив данных, подлежащих обработке, содержится в блоке ячеек B3 : E52.
3.1. Определение уравнения линейной регрессии

В качестве базисных возьмем следующий набор функций: 1, 
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. Тогда 
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Для линейной зависимости определение коэффициентов уравнения регрессии и оценку значимости факторов можно провести в Excel с помощью процедуры ЛИНЕЙН. Для применения этой процедуры на свободном месте листа Excel выделим блок ячеек размером 5 на 
[image: image85.wmf]1
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m

, т.е. блок из 5 строк и 4 столбцов. Затем в списке функций находим процедуру = ЛИНЕЙН. На экране появляется окно, в поля которого надо ввести 4 аргумента:
· одномерный массив значений отклика 
[image: image86.wmf]y

;

· двумерный массив значений факторов 
[image: image87.wmf]1
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, 
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, 
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;
· значение ИСТИНА (или число 1), если в число базисных функций включена функция, тождественно равная 1, или значение ЛОЖЬ (или число 0), если функция, равная 1, отсутствует среди набора базисных функций. В первом случае в уравнении регрессии будет присутствовать свободный член, а во втором случае он будет отсутствовать;
· значение ИСТИНА (или число 1), если требуется вычислить дополнительную статистику, или значение ЛОЖЬ (или число 0), если требуется вычислить только коэффициенты уравнения регрессии.
Одновременное нажатие трех клавиш “Ctrl”+”Shift”+”Enter” приводит к появлению всей расчетной информации в ячейках выделенного блока.
Выделим, например, блок ячеек I3 : L7 и запишем функцию =ЛИНЕЙН с необходимыми аргументами. Тогда для исходных данных табл.1 в командной строке будет находиться выражение
{=ЛИНЕЙН(E3 : E52; B3 : D52; 1; 1)},

а результаты расчетов отображаются в виде табл.3.
Таблица 3
	
	I
	J
	K
	L

	3
	44,38076
	58,25127
	66,72651
	-3884

	4
	15,06245
	16,01652
	3,535625
	487,0353

	5
	0,892763
	211,1712
	#Н/Д
	#Н/Д

	6
	127,6523
	46
	#Н/Д
	#Н/Д

	7
	17077305
	2051291
	#Н/Д
	#Н/Д


В блоке ячеек I3 : L3 содержатся коэффициенты уравнения линейной регрессии
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 (коэффициенты следуют в обратном порядке), а само уравнение имеет вид
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В блоке ячеек I4 : L4 находятся среднеквадратические отклонения этих коэффициентов:
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3.2. Определение коэффициента детерминации и проверка адекватности математической модели 
Ячейка I5 содержит коэффициент детерминации уравнения регрессии: 
[image: image99.wmf]892763
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, что свидетельствует о высокой коррелированности теоретических значений, полученных по функции 
[image: image100.wmf]y
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, с фактическими данными 
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. В 89 % случаев изменения х приводят к изменению y. Другими словами – точность подбора уравнения регрессии – высокая.
В ячейке J5 содержится стандартная ошибка для оценки 
[image: image102.wmf]y
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Ячейка I6 хранит значение F-статистики, которая используется для определения того, является ли наблюдаемая взаимосвязь между зависимой и независимыми переменными случайной или нет: 
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.  Ячейка J6 содержит число степеней свободы, равное 
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В ячейках I7 и J7 находятся соответственно сумма квадратов, обусловленная моделью 
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, и сумма квадратов ошибок 
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Для проверки адекватности уравнения (7) определим критическое значение F-распределения 
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 для уровня значимости 
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. Соответствующая формула в Excel имеет вид 
= FРАСПОБР(0,05; 3; 46). 
В результате получим, что 
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, то построенная математическая модель в виде уравнения (7) адекватна опытным данным.
3.3. Определение уравнения регрессии с квадратичными членами 
К базисным функциям 1, 
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 добавим еще набор квадратичных функций 
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[image: image124.wmf]2

3

9

3

2

8

2

2

7

3

1

6

2

1

5

2

1

4

3

3

2

2

1

1

0

x

b

x

x

b

x

b

x

x

b

x

x

b

x

b

x

b

x

b

x

b

b

y

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

.
На новом листе Excel произведем расчет значений параметров, включающих как линейные, так и квадратичные члены (см.табл.4).
Таблица 4

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	J
	K

	1
	№ лес-ва
	Возр.
	Выс.
	Диам.
	
	
	
	
	
	
	Запас

	2
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	3
	1
	64
	16,6
	19
	4096
	1062,4
	1216
	275,56
	315,4
	361
	2393

	4
	2
	76
	21,6
	24,3
	5776
	1641,6
	1846,8
	466,56
	524,88
	590,49
	3260

	5
	3
	73
	19,6
	22
	5329
	1430,8
	1606
	384,16
	431,2
	484
	3155

	6
	4
	65
	18,8
	23,3
	4225
	1222
	1514,5
	353,44
	438,04
	542,89
	2471

	7
	5
	65
	19,3
	21,3
	4225
	1254,5
	1384,5
	372,49
	411,09
	453,69
	2593

	8
	6
	68
	21,6
	20,5
	4624
	1468,8
	1394
	466,56
	442,8
	420,25
	2627

	9
	7
	84
	17,6
	20,3
	7056
	1478,4
	1705,2
	309,76
	357,28
	412,09
	3593

	10
	8
	83
	21,3
	22,8
	6889
	1767,9
	1892,4
	453,69
	485,64
	519,84
	3879

	11
	9
	62
	17,1
	21,3
	3844
	1060,2
	1320,6
	292,41
	364,23
	453,69
	2118

	12
	10
	64
	21,3
	23,8
	4096
	1363,2
	1523,2
	453,69
	506,94
	566,44
	2980

	13
	11
	86
	18
	18
	7396
	1548
	1548
	324
	324
	324
	3688

	14
	12
	88
	18,6
	20,8
	7744
	1636,8
	1830,4
	345,96
	386,88
	432,64
	3629

	15
	13
	81
	18,3
	24,5
	6561
	1482,3
	1984,5
	334,89
	448,35
	600,25
	3795

	16
	14
	85
	20,6
	24,8
	7225
	1751
	2108
	424,36
	510,88
	615,04
	4539

	17
	15
	79
	21,1
	23,3
	6241
	1666,9
	1840,7
	445,21
	491,63
	542,89
	3453

	18
	16
	82
	21,8
	24,3
	6724
	1787,6
	1992,6
	475,24
	529,74
	590,49
	3839

	19
	17
	83
	20,6
	20,6
	6889
	1709,8
	1709,8
	424,36
	424,36
	424,36
	4052

	20
	18
	86
	18,3
	21
	7396
	1573,8
	1806
	334,89
	384,3
	441
	4041

	21
	19
	84
	17
	24,8
	7056
	1428
	2083,2
	289
	421,6
	615,04
	3762

	22
	20
	89
	16,1
	23,1
	7921
	1432,9
	2055,9
	259,21
	371,91
	533,61
	3634

	23
	21
	85
	18,6
	20,8
	7225
	1581
	1768
	345,96
	386,88
	432,64
	4134

	24
	22
	81
	21,5
	19,1
	6561
	1741,5
	1547,1
	462,25
	410,65
	364,81
	3643

	25
	23
	89
	17,6
	20,1
	7921
	1566,4
	1788,9
	309,76
	353,76
	404,01
	4311

	26
	24
	67
	19
	18,3
	4489
	1273
	1226,1
	361
	347,7
	334,89
	2325

	27
	25
	75
	16,5
	21,6
	5625
	1237,5
	1620
	272,25
	356,4
	466,56
	2919

	28
	26
	73
	16
	24
	5329
	1168
	1752
	256
	384
	576
	3129

	29
	27
	63
	16
	21,6
	3969
	1008
	1360,8
	256
	345,6
	466,56
	2275

	30
	28
	73
	21,8
	23,1
	5329
	1591,4
	1686,3
	475,24
	503,58
	533,61
	3057

	31
	29
	67
	21,3
	20,5
	4489
	1427,1
	1373,5
	453,69
	436,65
	420,25
	2609

	32
	30
	75
	19,6
	22,6
	5625
	1470
	1695
	384,16
	442,96
	510,76
	3053

	33
	31
	61
	19
	24,8
	3721
	1159
	1512,8
	361
	471,2
	615,04
	2646

	34
	32
	74
	19,3
	19,8
	5476
	1428,2
	1465,2
	372,49
	382,14
	392,04
	2972

	35
	33
	66
	21,5
	22,6
	4356
	1419
	1491,6
	462,25
	485,9
	510,76
	2676

	36
	34
	72
	21
	21,8
	5184
	1512
	1569,6
	441
	457,8
	475,24
	2998

	37
	35
	69
	17,1
	23,5
	4761
	1179,9
	1621,5
	292,41
	401,85
	552,25
	2625

	38
	36
	78
	21,5
	24,5
	6084
	1677
	1911
	462,25
	526,75
	600,25
	3448

	39
	37
	74
	18,3
	22,8
	5476
	1354,2
	1687,2
	334,89
	417,24
	519,84
	3384

	40
	38
	87
	19,6
	22,6
	7569
	1705,2
	1966,2
	384,16
	442,96
	510,76
	3886

	41
	39
	84
	20,1
	20,3
	7056
	1688,4
	1705,2
	404,01
	408,03
	412,09
	3921

	42
	40
	69
	18,3
	19
	4761
	1262,7
	1311
	334,89
	347,7
	361
	2824

	43
	41
	85
	20,8
	24,1
	7225
	1768
	2048,5
	432,64
	501,28
	580,81
	4252

	44
	42
	81
	17,5
	18
	6561
	1417,5
	1458
	306,25
	315
	324
	3028

	45
	43
	68
	16,1
	24,1
	4624
	1094,8
	1638,8
	259,21
	388,01
	580,81
	2641

	46
	44
	81
	21,6
	21,1
	6561
	1749,6
	1709,1
	466,56
	455,76
	445,21
	4005

	47
	45
	82
	16,3
	18,3
	6724
	1336,6
	1500,6
	265,69
	298,29
	334,89
	3398

	48
	46
	81
	16,3
	22
	6561
	1320,3
	1782
	265,69
	358,6
	484
	3401

	49
	47
	81
	17,8
	22,6
	6561
	1441,8
	1830,6
	316,84
	402,28
	510,76
	3784

	50
	48
	89
	17,1
	22,3
	7921
	1521,9
	1984,7
	292,41
	381,33
	497,29
	3736

	51
	49
	78
	19,1
	18,6
	6084
	1489,8
	1450,8
	364,81
	355,26
	345,96
	3428

	52
	50
	63
	17,3
	19
	3969
	1089,9
	1197
	299,29
	328,7
	361
	2071


Массив данных, подлежащих обработке, содержится в блоке ячеек B3 : K52. Чтобы определить коэффициенты уравнения регрессии на свободном месте листа Excel выделим блок ячеек размером 5 на 10, т.е. блок из 5 строк и 10 столбцов. Пусть это будет блок ячеек O3 : X7. В списке функций находим процедуру = ЛИНЕЙН. В качестве аргументов вводим соответственно:

· одномерный массив значений отклика K3 : K52;

· двумерный массив значений факторов B3 : J52;
· значение ИСТИНА (или число 1),
· значение ИСТИНА (или число 1).
Одновременное нажатие трех клавиш “Ctrl”+”Shift”+”Enter” приводит к появлению данных, как показано в табл.5.

Таблица 5
	
	O
	P
	Q
	R
	S
	T
	U
	V
	W
	X

	3
	2,661765
	-2,0932768
	-14,8922
	-2,08899
	4,000428
	0,212042
	132,9189
	369,9182
	5,482986
	-5615,03

	4
	8,118171
	9,07325367
	10,55477
	1,831715
	2,063047
	0,539478
	363,9607
	457,5396
	98,58243
	7461,842

	5
	0,90856
	209,112812
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	6
	44,16037
	40
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	7
	1737947
	1749126,72
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д


В блоке ячеек O3 : X3 содержатся коэффициенты уравнения линейной регрессии 
[image: image135.wmf]k

b

 в обратном порядке, а само уравнение имеет вид
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(8)

В блоке ячеек O4 : X4 содержатся среднеквадратические отклонения этих коэффициентов:
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3.4. Оценка значимости квадратичных членов
Неравенства (6) позволяют оценить значимость коэффициентов уравнения регрессии. Для числа степеней свободы 
[image: image147.wmf]9
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 и доверительной вероятности 
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 по таблицам распределения Стьюдента находим 
[image: image149.wmf]262
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. Это значение можно получить в Excel с помощью функции обратного распределения Стьюдента по формуле:
= СТЬЮДРАСПОБР(0,05; 9).

Первый аргумент равен 
[image: image150.wmf]05
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, а второй – числу степеней свободы. Тогда левые и правые части соотношения (6) соответственно равны значениям, приведенным в табл.6.

Таблица 6

	k
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0
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	2,661765
	2,093276
	-14,8922
	-2,08899
	4,000428
	0,212042
	132,9189
	369,9182
	5,482986
	-5615,03
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	5,80739
	6,490619
	7,55043
	1,31033
	1,47582
	0,38592
	260,362
	327,304
	70,5217
	5337,88


Отсюда следует, что неравенства (6) выполняются для коэффициентов при квадратичных членах 
[image: image153.wmf]4
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, 
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 и 
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. Это значит, что факторы 
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  несущественно влияют на запас древесины. Остальные факторы существенны для определения запасов. 

3.5. Установление аналитической зависимости отклика от значимых факторов
Ограничиваясь только значимыми факторами, будем искать уравнение регрессии в виде
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В этом случае 
[image: image160.wmf]6
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. На третьем листе Excel формируем табл.7, оставляя только значимые факторы.
Таблица 7

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	№ лес-ва
	Возр.
	Выс.
	Диам.
	
	
	
	Запас

	2
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	3
	1
	64
	16,6
	19
	1062,4
	1216
	275,56
	2393

	4
	2
	76
	21,6
	24,3
	1641,6
	1846,8
	466,56
	3260

	5
	3
	73
	19,6
	22
	1430,8
	1606
	384,16
	3155

	6
	4
	65
	18,8
	23,3
	1222
	1514,5
	353,44
	2471

	7
	5
	65
	19,3
	21,3
	1254,5
	1384,5
	372,49
	2593

	8
	6
	68
	21,6
	20,5
	1468,8
	1394
	466,56
	2627

	9
	7
	84
	17,6
	20,3
	1478,4
	1705,2
	309,76
	3593

	10
	8
	83
	21,3
	22,8
	1767,9
	1892,4
	453,69
	3879

	11
	9
	62
	17,1
	21,3
	1060,2
	1320,6
	292,41
	2118

	12
	10
	64
	21,3
	23,8
	1363,2
	1523,2
	453,69
	2980

	13
	11
	86
	18
	18
	1548
	1548
	324
	3688

	14
	12
	88
	18,6
	20,8
	1636,8
	1830,4
	345,96
	3629

	15
	13
	81
	18,3
	24,5
	1482,3
	1984,5
	334,89
	3795

	16
	14
	85
	20,6
	24,8
	1751
	2108
	424,36
	4539

	17
	15
	79
	21,1
	23,3
	1666,9
	1840,7
	445,21
	3453

	18
	16
	82
	21,8
	24,3
	1787,6
	1992,6
	475,24
	3839

	19
	17
	83
	20,6
	20,6
	1709,8
	1709,8
	424,36
	4052

	20
	18
	86
	18,3
	21
	1573,8
	1806
	334,89
	4041

	21
	19
	84
	17
	24,8
	1428
	2083,2
	289
	3762

	22
	20
	89
	16,1
	23,1
	1432,9
	2055,9
	259,21
	3634

	23
	21
	85
	18,6
	20,8
	1581
	1768
	345,96
	4134

	24
	22
	81
	21,5
	19,1
	1741,5
	1547,1
	462,25
	3643

	25
	23
	89
	17,6
	20,1
	1566,4
	1788,9
	309,76
	4311

	26
	24
	67
	19
	18,3
	1273
	1226,1
	361
	2325

	27
	25
	75
	16,5
	21,6
	1237,5
	1620
	272,25
	2919

	28
	26
	73
	16
	24
	1168
	1752
	256
	3129

	29
	27
	63
	16
	21,6
	1008
	1360,8
	256
	2275

	30
	28
	73
	21,8
	23,1
	1591,4
	1686,3
	475,24
	3057

	31
	29
	67
	21,3
	20,5
	1427,1
	1373,5
	453,69
	2609

	32
	30
	75
	19,6
	22,6
	1470
	1695
	384,16
	3053

	33
	31
	61
	19
	24,8
	1159
	1512,8
	361
	2646

	34
	32
	74
	19,3
	19,8
	1428,2
	1465,2
	372,49
	2972

	35
	33
	66
	21,5
	22,6
	1419
	1491,6
	462,25
	2676

	36
	34
	72
	21
	21,8
	1512
	1569,6
	441
	2998

	37
	35
	69
	17,1
	23,5
	1179,9
	1621,5
	292,41
	2625

	38
	36
	78
	21,5
	24,5
	1677
	1911
	462,25
	3448

	39
	37
	74
	18,3
	22,8
	1354,2
	1687,2
	334,89
	3384

	40
	38
	87
	19,6
	22,6
	1705,2
	1966,2
	384,16
	3886

	41
	39
	84
	20,1
	20,3
	1688,4
	1705,2
	404,01
	3921

	42
	40
	69
	18,3
	19
	1262,7
	1311
	334,89
	2824

	43
	41
	85
	20,8
	24,1
	1768
	2048,5
	432,64
	4252

	44
	42
	81
	17,5
	18
	1417,5
	1458
	306,25
	3028

	45
	43
	68
	16,1
	24,1
	1094,8
	1638,8
	259,21
	2641

	46
	44
	81
	21,6
	21,1
	1749,6
	1709,1
	466,56
	4005

	47
	45
	82
	16,3
	18,3
	1336,6
	1500,6
	265,69
	3398

	48
	46
	81
	16,3
	22
	1320,3
	1782
	265,69
	3401

	49
	47
	81
	17,8
	22,6
	1441,8
	1830,6
	316,84
	3784

	50
	48
	89
	17,1
	22,3
	1521,9
	1984,7
	292,41
	3736

	51
	49
	78
	19,1
	18,6
	1489,8
	1450,8
	364,81
	3428

	52
	50
	63
	17,3
	19
	1089,9
	1197
	299,29
	2071


Для определения коэффициентов уравнения регрессии на свободном месте листа Excel выделим блок ячеек размером 5 на 7. Пусть это будет, например, блок ячеек L3 : R7. Используя процедуру

{=ЛИНЕЙН(H3 : H52; B3 : G52; 1; 1)},

получим результаты расчетов, приведенные в табл.8.

Таблица 8
	
	L
	M
	N
	O
	P
	Q
	R

	3
	-15,6439161
	-2,1353361
	3,939742
	212,2458
	354,2126
	39,5168
	-7546,8

	4
	10,0791907
	1,76800964
	1,978011
	135,5681
	409,2351
	46,96827
	4953,777

	5
	0,90801389
	202,2872184
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	6
	70,7436482
	43
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	7
	17369030,89
	1759565,105
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д


Коэффициенты уравнения регрессии содержатся в блоке ячеек L3 : R3 в обратном порядке, а само уравнение имеет вид
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(9)

В блоке ячеек L4 : R4 содержатся среднеквадратические отклонения этих коэффициентов:
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Значимость коэффициентов уравнения регрессии определим с помощью неравенств (6). Для числа степеней свободы 
[image: image176.wmf]6
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 и доверительной вероятности 
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, используя формулу 

= СТЬЮДРАСПОБР(0,05; 6),

получим значение 
[image: image178.wmf]447
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t

. В табл.9 определим левые и правые части соотношения (6).

Таблица 9

	k
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0
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	-15,6439162
	2,1353361
	3,939742
	212,2458
	354,2126
	39,5168
	-7546,8
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	9,32170351
	1,3680541
	1,53055
	104,9
	316,659
	36,3432
	3833,14


Из табл.9 следует, что неравенства (6) не выполняются. Следовательно, все коэффициенты уравнения (9) являются значимыми. Они существенно влияют на уровень запасов древесины. 

3.6. Определение коэффициента детерминации и проверка адекватности новой модели

Определим показатели качества уравнения регрессии (9). 
Коэффициент детерминации 
[image: image181.wmf]908
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 содержится в ячейке L5 табл.8. Он говорит о том, что подобранная модель хорошо описывает данные эксперимента. 
В ячейке L6 содержится значение F-статистики, которая равна: 
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. Критическое значение F-распределения 
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 для уровня значимости 
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 определим в Excel по формуле

= FРАСПОБР(0,05; 6; 43). 
В результате получим, что 
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. Так как 
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, то математическая модель в виде уравнения (9) адекватна опытным данным.
3.7. Cравнение фактических запасов древесины с запасами, полученными по модели
Фактические запасы древесины и запасы древесины, вычисленные по уравнению регрессии, по каждому из лесничеств приведены в табл.10. 
Таблица 10
	№ п/п
	Запас, м3
	Запас, м3, по модели
	№ п/п
	Запас, м3
	Запас, м3, по модели

	1
	2393
	2173
	26
	3129
	2955

	2
	3260
	3490
	27
	2275
	2255

	3
	3155
	3148
	28
	3057
	3197

	4
	2471
	2678
	29
	2609
	2589

	5
	2593
	2538
	30
	3053
	3319

	6
	2627
	2654
	31
	2646
	2546

	7
	3593
	3653
	32
	2972
	3087

	8
	3879
	3944
	33
	2676
	2648

	9
	2118
	2264
	34
	2998
	3070

	10
	2980
	2599
	35
	2625
	2836

	11
	3688
	3772
	36
	3448
	3646

	12
	3629
	4062
	37
	3384
	3192

	13
	3795
	3699
	38
	3886
	4140

	14
	4539
	4131
	39
	3921
	3891

	15
	3453
	3666
	40
	2824
	2631

	16
	3839
	3926
	41
	4252
	4118

	17
	4052
	3849
	42
	3028
	3354

	18
	4041
	3896
	43
	2641
	2717

	19
	3762
	3714
	44
	4005
	3728

	20
	3634
	3776
	45
	3398
	3256

	21
	4134
	3856
	46
	3401
	3337

	22
	3643
	3650
	47
	3784
	3571

	23
	4311
	3976
	48
	3736
	3944

	24
	2325
	2465
	49
	3428
	3313

	25
	2919
	3003
	50
	2071
	2159


Графическая иллюстрация данных табл.10 показана на рис.1.
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Рис.1. Сравнение фактических запасов древесины с запасами, полученными по модели
Из графика следует хорошее совпадение фактических значений отклика с теоретическими значениями, полученными по математической модели. 
4. Форма отчета
По результатам выполненной лабораторной работы представляется отчет, в котором должны содержаться следующие пункты:

1. Постановка задачи с конкретным содержанием, сформулированным для своего варианта. Исходные данные должны быть представлены в виде табл.2.

2. Получение в Excel коэффициентов регрессии, а также всех статистических показателей. Представление уравнения регрессии формулой. 
3. Расчет коэффициента детерминации, проверка модели на адекватность.

4. Определение уравнения регрессии с учетом квадратичных членов.

5. Установление незначимых квадратичных факторов.

6. При наличии незначимых факторов произвести пересчет уравнения регрессии. 

7. Определить коэффициент детерминации, проверить модель на адекватность.
8. Рассчитать запас древесины по модели и сравнить его с фактическим запасом для каждого лесничества.

9. Сделать выводы по результатам исследований.

5. Задания к лабораторной работе 

Задания приведены на сайте http://gurov.vs58.net/, а вариант определяется в зависимости от номера студента в журнале преподавателя.
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Лабораторная работа 2
МОДЕЛИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ОЖИДАНИЕМ

1. Постановка задачи

В систему, состоящую из 
[image: image190.wmf]r

 рубительных машин, поступает простейший поток бревен с интенсивностью 
[image: image191.wmf]l

. Каждая машина имеет показательный закон рубки с интенсивностью 
[image: image192.wmf]m

. Если количество бревен, поступивших в рубку, больше числа машин, то образуется очередь, длина которой ограничена и не может превосходить 
[image: image193.wmf]m

 единиц. Требуется проанализировать работу цеха, как системы массового обслуживания с очередью конечной длины. 
Для этого необходимо выполнить следующие пункты:

1. Указать возможные состояния системы и описать ее функционирование графом состояний. На графе показать интенсивности перехода из состояния в состояние.

2. Составить математическую модель функционирования системы для стационарного режима в виде системы линейных алгебраических уравнений. Найти решение системы.

3. Определить следующие стационарные характеристики эффективности системы:

а) вероятность, что 
[image: image194.wmf]k

 машин заняты рубкой (
[image: image195.wmf]r

k

£

£

0

);

б) вероятность, что все машины заняты рубкой и 
[image: image196.wmf]l

 бревен находится в очереди (
[image: image197.wmf]m

l
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);

в) среднее число машин, занятых рубкой;

г) среднее число машин, свободных от рубки;

д) коэффициент загрузки машин;

е) коэффициент простоя машин;

ж) среднее число бревен в очереди.

4. Составить математическую модель функционирования системы для нестационарного режима в виде системы линейных дифференциальных уравнений. Решить систему на ЭВМ.  Найти вероятности пребывания системы в каждом состоянии как функции времени. 

5. Определить изменение коэффициентов загрузки и простоя машин в зависимости от времени. Построить соответствующие графики.
6. Указать мероприятия по улучшению работы цеха

2. Сведения из теории

2.1. Основные понятия 
Системой массового обслуживания называется совокупность потока заявок (требований), поступающих в систему, и приборов (каналов), обслуживающих эти заявки. Поток заявок, как правило, носит случайный характер. Теория массового обслуживания занимается разработкой и анализом математических моделей, описывающих системы массового обслуживания.

Примерами систем массового обслуживания являются: автоматические телефонные станции и поступающие на них вызовы, магазины и покупатели, предприятия бытового обслуживания и клиенты, ремонтные мастерские и техника, требующая ремонта, ЭВМ и задачи, поступающие на решение, аэропорты и самолеты, требующие посадки, преподаватели и сдающие экзамены студенты, и т.д.

Неотъемлемой частью систем массового обслуживания является образование очереди на обслуживание, и поэтому теорию массового обслуживания принято называть также математической теорией очередей. Важно понимать, что в теории массового обслуживания речь идет о разработке математических моделей, обладающих достаточной степенью абстракции. Поэтому не важна природа обслуживаемых заявок и их физические свойства. Существенными являются лишь моменты появления этих заявок, так как от них зависит эволюция модели во времени. В абстрактной модели нет необходимости рассматривать физическую сторону процесса обслуживания. Обслужить заявку - это значит затратить на нее некоторое время в соответствии с принятой дисциплиной обслуживания. Всякая система массового обслуживания может быть изображена, как показано на рис.1.




Рис.1. Схематическое изображение системы массового обслуживания 

Опишем один из возможных вариантов функционирования системы. Предположим, что на обслуживание поступает поток заявок, который характеризуется параметром (. В системе имеется 
[image: image198.wmf]r

 обслуживающих каналов (приборов). Если в системе есть свободные каналы, то вновь пришедшая заявка поступает на свободный канал и начинается ее обслуживание. Время обслуживания случайное и характеризуется параметром (. По окончании обслуживания образуется поток обслуженных заявок. Если все каналы заняты обслуживанием, то вновь пришедшая заявка становится в очередь (поступает в бункер или накопитель) емкостью 
[image: image199.wmf]m

. Это значит, что в очереди может находиться не более, чем 
[image: image200.wmf]m

 заявок. Если количество заявок в очереди превысит 
[image: image201.wmf]m

, то такие заявки покидают систему не обслуженными, образуя поток необслуженных заявок. 

Работа системы массового обслуживания сопровождается рядом случайных факторов. Поток поступающих заявок представляет собой случайный процесс – число заявок является случайной функцией времени. Время, которое требуется для обслуживания одной заявки (время обслуживания) является случайной величиной. 

Основными понятиями систем массового обслуживания являются следующие:

*  входящий поток заявок и его интенсивность,

*  очередь на обслуживание,

*  число обслуживающих каналов (приборов),

*  время обслуживания заявки,

*  дисциплина и приоритет обслуживания заявки (порядок выбора заявок из очереди), 

*  потоки обслуженных и необслуженных заявок.

Системы массового обслуживания классифицируются в зависимости от вида потока заявок и характера их обслуживания. Различают системы с потерями (с отказами) и с очередью (с ожиданием). Если заявка поступает в систему с потерями в то время, когда все каналы заняты (
[image: image202.wmf]0
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), то она получает «отказ» и теряется. Примером такой системы может быть телефонная станция. В системах с очередью заявка, пришедшая в момент, когда каналы заняты, встает в очередь и ожидает, пока не освободится один из каналов. Существуют системы с неограниченной очередью, когда число мест в очереди не ограниченно (
[image: image203.wmf]¥
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) и системы с ограниченной очередью. Ограничения могут быть разными - по числу заявок, одновременно стоящих в очереди, по времени пребывания заявки в очереди, по времени работы системы и т.д. 

По числу обслуживающих каналов различают одноканальные (
[image: image204.wmf]1
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) и многоканальные (
[image: image205.wmf]1
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r

) системы массового обслуживания. Для многоканальной системы будем предполагать, что каждая заявка может быть обслужена любым из каналов. Такая система каналов называется полнодоступным пучком.
В системах с очередью учитывается также дисциплина обслуживания. Обычно заявки обслуживаются в порядке их поступления в систему по принципу «первый пришел - первый обслужен» (прямой приоритет). Однако возможны и другие правила обслуживания заявок: «последний пришел - первый обслужен» (обратный приоритет), или «первой обслуживается заявка с заданным номером» (назначенный приоритет), или «первой обслуживается заявка со случайным номером» (случайный приоритет). Возможно также обслуживание заявки вне очереди. При этом заявка с более высоким приоритетом, поступив в систему, может оборвать уже начавшееся обслуживание заявки с меньшим приоритетом, а может дождаться окончания ее обслуживания. В первом случае говорят об абсолютном, а во втором - об относительном приоритете.

Основоположником теории массового обслуживания принято считать датского математика А.К.Эрланга, который в 1909 г. опубликовал важные результаты, полученные им при изучении математических моделей телефонных систем. В настоящее время модели и методы массового обслуживания находят приложения во многих областях науки и техники, начиная с контроля над приземлением самолетов и кончая теорией управления запасами, от исследований, связанных с ростом бактерий, – до составления больничных графиков.
2.2. Простейший поток

Поток заявок называется простейшим, если вероятность поступления в систему ровно 
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 заявок, 
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, в течение времени 
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 определяется по формуле
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где 
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 – постоянное число, называемое интенсивностью потока.
2.3. Описание функционирования марковского процесса с непрерывным временем
Предположим, что в любой момент времени система может находиться в одном из состояний 
[image: image211.wmf]m
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. Пусть 
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 – случайный процесс, равный номеру состояния, в котором находиться система в момент времени 
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. Рассматривая изменение состояния системы, будем говорить, что процесс перешел из одного состоя​ния в другое. При этом время на такой переход не тратится.

Случайный процесс 
[image: image214.wmf](
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 называется марковским, если будущее процесса зависит только от его настоящего и не зависит от прошлого. Это свойство называется отсутствием последействия. Конечно, предыстория процесса влияет на его дальнейшее развитие, но все это влияние сосредоточено в настоящем. Выделение марковских процессов вызвано рядом причин, важнейшими из которых являются относительная простота случайного процесса, описывающего эволюцию системы, наличие возможности использовать хорошо разработанный математический аппарат для аналитического исследования марковских процессов, возможность получения аналитических выражений для показателей качества систем, и, наконец, возможность сведения к указанным моделям более общих моделей. 
Однородный марковский процесс 
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 и непрерывным временем определяется постоянными интенсивностями перехода 
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из состояния 
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 в состояние 
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, а также начальным вектором распределения вероятностей: 
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Пусть 
[image: image222.wmf](

)

t

p

i

 вероятность пребывания системы в момент времени 
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 в состоянии 
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. Эти вероятности удовлетворяют системе обыкновенных дифференциальных уравнений А.Н.Колмогорова:
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которая составляется по следующему правилу: для каждого состояния 
[image: image227.wmf]i
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 записывается уравнение, в левой части которого стоит производная от 
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, а в правой части - сумма произведений вероятностей всех состояний, умноженных на интенсивности перехода из этих состояний в состояние 
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, причем произведения, соответствующие выходам из состояния 
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S

, берутся со знаком «-», а произведения, соответствующие входам в состояние 
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, берутся со знаком «+».

Из системы уравнений Колмогорова можно получить модель функционирования системы при длительной ее эксплуатации, то есть при 
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 называются стационарными или финальными вероятностями. Относительно этих вероятностей имеет место система линейных алгебраических уравнений
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которая должна решаться вместе с условием 

.

Пример. На рис.2 представлен граф состояний системы, дугам которого приписаны постоянные интенсивности перехода из состояния в состояние. В момент времени 
[image: image236.wmf]0
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 система находилась в состоянии 
[image: image237.wmf]1
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. Требуется составить математическую модель для нестационарного и стационарного режима функционирования системы.




Рис.2. Граф состояний системы

Приведенное выше правило позволяет записать следующую систему дифференциальных уравнений:
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Так как при 
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 система находилась в состоянии 
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, то имеют место начальные условия: 
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. Решение системы при заданных начальных условиях (аналитическими или численными методами) позволяет найти вероятности пребывания системы 
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 в каждом состоянии, 
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Из системы дифференциальных уравнений получается математическая модель функционирования системы при длительной эксплуатации:



.

Полученная система является неопределенной и должна решаться при дополнительном условии: 
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. Из решения системы алгебраических уравнений определяются финальные вероятности 
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2.4. Процессы размножения и гибели
Рассмотрим более подробно процесс размножения и гибели. На рис.3 изображен граф состояний этого процесса. Возможными   состояниями процесса являются состояния 
[image: image248.wmf]0
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,…, 
[image: image250.wmf]k

S

,…, представляющие собой вершины графа, возможные переходы процесса из состояния в состояние – дуги графа, рядом с которыми указаны интенсивности соответствующих переходов. Пусть 
[image: image251.wmf]i
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 – интенсивность размножения в состоянии 
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, 
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 – интенсивность гибели в этом состоянии. 

[image: image928.png]


Для иллюстрации рассмотрим цех рубительных машин, моделируя его работу с помощью случайного процесса размножения и гибели. Состояние 
[image: image254.wmf]k
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 соответствует тому положению, когда в цехе находится 
[image: image255.wmf]k

 бревен, 
[image: image256.wmf]i

l

 – среднее число бревен, поступающей в 
Рис.3. Граф состояний процесса размножения и гибели

цех в единицу времени при условии, что в цехе уже находится точно 
[image: image257.wmf]1
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 бревен, 
[image: image258.wmf]i
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 – среднее число бревен, обработанных рубительными машинами в единицу времени при условии, что в цехе находится точно 
[image: image259.wmf]i

 бревен. Будем предполагать, что эти интенсивности не зависят от времени. Укажем на графе также вероятности 
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 того, что в момент 
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 процесс находился в состоянии 
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В случае процесса размножения и гибели система дифференциальных уравнений принимает вид
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Запишем нормировочное условие
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которое следует из того, что в момент времени 
[image: image265.wmf]0
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 процесс обязательно находится в каком-то состоянии, а эти со​бытия несовместные и образуют полную группу.

Решая систему дифференциальных уравнений (3) с учетом начальных условий, можно определить значения интересующих нас вероятностей.

При выполнении некоторых условий вероятности 
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 с ростом времени 
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 стремятся к стационарным вероятностям 
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, не зависящим от времени. На практике вычислительный интерес часто представляют именно эти стационарные вероятности 
[image: image269.wmf]k
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. Так как они не зависят от времени, то 
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, и мы из системы дифференциальных уравнений (3) для стационарного случая получаем следующую систему алгебраических уравнений, к которой добавлено нормирующее условие:
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Решая систему (5), последовательно получим: из первого уравнения 
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. Подставляя полученное выражение для 
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 во второе уравнение, разрешим его относительно
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Подставляя выражение для 
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 в третье уравнение, выразим 
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 и т.д. Из k-го уравнения получим
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Обозначим 
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тогда 
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, и последнее уравнение в системе (5) можно представить в виде
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Таким образом,
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где 
[image: image285.wmf]k
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 определяются равенствами (6). Очевидно, для существования стационарных вероятностей 
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 необходимо, чтобы ряд 
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 был сходящимся.

2.5. Кодирование систем массового обслуживания

Для различия систем массового обслуживания мы будем пользоваться кодировкой систем, предложенной Д.Г.Кендаллом. Систему принято обозначать в виде символического представления: 
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 характеризует входящий поток заявок, вторая компонента 
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 характеризует время обслуживания заявок, число 
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 -  количество обслуживающих каналов, 
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 - число мест для ожидания в очереди (емкость накопителя). Если 
[image: image293.wmf]M
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, то входящий поток заявок есть процесс Пуассона, если 
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, то поток заявок есть поток Эрланга 
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-го порядка с плотностью распределения времени между соседними заявками 

 при 
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, то поток заявок регулярный, то есть заявки приходят через равные промежутки времени. Если 
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, то поток общего вида. 

Аналогичные обозначения имеют место для параметра 
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. Если 
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, то время обслуживания заявки является экспоненциальным, если 
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, то время обслуживания заявки имеет распределение Эрланга 
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-го порядка. Если 
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, то время обслуживания есть случайная величина общего вида. Так, например, система 
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 представляет собой одноканальную систему с отказами с пуассоновским входящим потоком заявок и экспоненциальным временем обслуживания. 

Дополнительные условия (обратный приоритет обслуживания, ненадежность обслуживающих каналов и т.д.) содержатся в словесном описании системы массового обслуживания.

2.6. Решение системы дифференциальных уравнений
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
[image: image306.wmf]n

-го порядка, которая в общем случае может быть представлена в виде
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Неизвестными в этой системе являются функции 
[image: image308.wmf](
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Они образуют начальные условия функционирования системы. Существует большое число машинных методов решения задачи (8) – (9). Приведем алгоритм самого простейшего метода решения системы дифференциальных уравнений, удовлетворяющего заданным начальным условиям – метода Эйлера.

Зададимся шагом 
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 изменения аргумента 
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. Величину шага можно будет изменять для получения необходимой точности расчетов. Результатом решения системы будет табл.1 значений функций 
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 – момент времени, до которого ищется решение системы уравнений. 

Таблица 1

	Номер строки
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Согласно методу Эйлера табл.1. заполняется по строкам. Значения вероятностей в 0-й строке известны из начальных условий. Значения вероятностей в 1-й стоке рассчитываются на основе известных вероятностей 0-й строки по формулам
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Значения вероятностей во 2-й стоке рассчитываются на основе известных вероятностей 1-й строки по формулам
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Этот процесс продолжается до тех пор, пока мы не дойдем до последней строки. Значения вероятностей в k-й стоке рассчитываются на основе известных вероятностей предыдущей k-1-й строки по формулам
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Замечание. Во многих системах дифференциальных уравнений (8) сумма правых частей равна нулю. Тогда сумма всех вероятностей для любого момента времени будет постоянной величиной, равной известной сумме начальных вероятностей 
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. В этом случае необходимо проводить контроль правильности вычислений, суммируя вероятности в каждой строке. Суммы должны быть одинаковы и равны 
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. Это обстоятельство может служить основанием правильности выбора шага интегрирования.
2.7. Коэффициенты загрузки и простоя машин в СМО вида 
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Получим формулы для коэффициентов загрузки и простоя машин в зависимости от времени. 

Число машин, занятых рубкой, есть случайная величина 
[image: image353.wmf]X

, закон распределения вероятностей которой приведен в табл.2. 

Таблица 2

Распределение вероятностей числа машин, занятых рубкой
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Среднее число таких машин представляет собой математическое ожидание 
[image: image362.wmf]X

, рассчитываемое по формуле
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Коэффициент загрузки машин равен отношению среднего числа загруженных машин к общему числу машин в цехе, т.е. 
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Число машин, свободных от рубки, есть случайная величина 
[image: image365.wmf]Y

, закон распределения вероятностей которой приведен в табл.3. 

Таблица 3

Распределение вероятностей числа машин, свободных от рубки
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Среднее число машин, свободных от рубки, представляет собой математическое ожидание 
[image: image374.wmf]Y

, рассчитываемое по формуле
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Коэффициент простоя машин равен отношению среднего числа машин, свободных от рубки, к общему числу машин в цехе, т.е. 
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3. Пример выполнения лабораторной работы
Исходные данные для анализа системы массового обслуживания содержатся в табл.1.

Таблица 4
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Согласно принятой выше кодировке рассматриваемая система относится к классу 
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3.1. Граф состояний

Перечислим возможные состояния системы: 
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 – в системе бревен нет, машины свободны от рубки; 
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 – в системе 1 бревно, одна машина занята рубкой;
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 – в системе 2 бревна, две машины заняты рубкой;
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 – в системе 3 бревна, две машины заняты рубкой, одно бревно находится в очереди;
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 – в системе 4 бревна, две машины заняты рубкой, два бревна находятся в очереди.

Граф состояний приведен на рис.4. Переходы слева направо связаны с поступлением в систему очередного бревна, поэтому все интенсивности переходов одинаковы и равны 
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. Переходы справа налево обусловлены окончанием рубки бревна. В состоянии 
[image: image388.wmf]1

S

 работает одна машина, поэтому интенсивность перехода из состояния 
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 работает две машины, поэтому соответствующие интенсивности переходов равны 
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Рис.4. Граф состояний системы 
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Очевидно, что данный граф описывает процесс размножения и гибели. Поэтому для него справедливы все соотношения п.2.4. Тем не менее, мы получим данные соотношения еще раз непосредственно по графу состояний.

3.2. Математическая модель стационарного режима

Пусть 
[image: image398.wmf]k
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 – стационарная вероятность пребывания системы в состоянии 
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. Тогда имеет место следующая система алгебраических уравнений, описывающая стационарный режим:
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Эту систему следует решать вместе с условием нормировки
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Воспользуемся для этой цели электронной таблицей Excel. На Листе 1, как показано в табл.5, в ячейки B1 и B2 поместим значения интенсивностей 
[image: image403.wmf]l

 и 
[image: image404.wmf]m

. Блок ячеек D3 : H3 зарезервируем для записи значений искомых вероятностей 
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 (отмечены желтым цветом). Эти ячейки сначала пустые. В блоке ячеек D4 : H7 поместим коэффициенты при неизвестных системы (12), за исключением последнего уравнения. Последнее уравнение системы (12) заменим условием нормировки (13), тогда в блоке ячеек D8 : H8 будут располагаться «единицы».
Таблица 5
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	J

	1
	(
	6,07
	
	Решение системы алгебраических уравнений

	2
	(
	3,1
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	3
	
	
	
	0,116423
	0,227965
	0,223185
	0,218505
	0,213923
	
	

	4
	
	
	
	-6,07
	3,1
	0
	0
	0
	4,17E-08
	0

	5
	
	
	
	6,07
	-9,17
	6,2
	0
	0
	4E-08
	0

	6
	
	
	
	0
	6,07
	-12,27
	6,2
	0
	1,05E-07
	0

	7
	
	
	
	0
	0
	6,07
	-12,27
	6,2
	1,03E-07
	0

	8
	
	
	
	1
	1
	1
	1
	1
	1,000001
	


Блок ячеек I4 : I8 содержит формулы для записи левых частей системы уравнений (10) и (11), а именно, в клетку I4 поместим формулу 
= СУММПРОИЗВ( $D$3 : $H$3 ; D4 : H4 ), 
которую протянем на блок ячеек I5 : I8. В блоке ячеек J4 : J7 содержатся правые части системы (12), равные «нулям». 
Обращение к процедуре «Поиск решения» позволит найти решение системы уравнений (12). Для этого следует в появившемся окне указать:

· целевую ячейку, в данном случае I8, равную значению 1 (условие нормировки);
· изменяемые ячейки, в данном случае блок D3 : H3;

· ограничение, в данном случае I4 : I7 = J4 : J7. 
После нажатия клавиши «Выполнить» в блоке D3 : H3 получим решение системы уравнений. Таким образом, стационарные вероятности равны
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3.3. Стационарные характеристики СМО
На основе полученных значений вероятностей пребывания системы в состояниях определяются требуемые показатели эффективности стационарного режима. А именно,

· 
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 – вероятность того, что все машины не работают;
· 
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 – вероятность того, что одна машина занята рубкой;
· 
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 – вероятность того, что две машины заняты рубкой;
· 
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 – вероятность того, что две машины занята рубкой и одно бревно ожидает в очереди;
· 
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 – вероятность того, что две машины заняты рубкой и два бревна ожидают в очереди.

Рассмотрим другие показатели эффективности работы системы массового обслуживания.

Пусть 
[image: image421.wmf]X

 – число машин, занятых рубкой. Это есть случайная величина с возможными значениями: 0, 1, 2. Вероятности этих значений соответственно равны
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Тогда среднее число машин, занятых рубкой, есть математическое ожидание случайной величины 
[image: image425.wmf]X

, которое равно
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Следовательно, среднее число работающих машин равно 1,54.

Пусть 
[image: image427.wmf]Y

 – число машин, свободных от рубки. Это есть случайная величина с возможными значениями: 0, 1, 2. Вероятности этих значений соответственно равны
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Тогда среднее число машин, свободных от рубки, есть математическое ожидание случайной величины 
[image: image431.wmf]Y

, которое равно
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Следовательно, среднее число простаивающих машин равно 0,46. Общее число занятых и свободных от рубки машин равно 
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Коэффициент загрузки машин равен отношению среднего числа загруженных машин к общему числу машин в цехе, т.е. 
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Коэффициент простоя машин равен отношению среднего числа машин, свободных от рубки, к общему числу машин в цехе, т.е. 
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Пусть 
[image: image438.wmf]Z

 – число бревен в очереди. Это есть случайная величина с возможными значениями: 0, 1, 2. Вероятности этих значений соответственно равны
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Тогда среднее бревен в очереди есть математическое ожидание случайной величины 
[image: image442.wmf]Z

, которое равно
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Таким образом, среднее число бревен, находящихся в очереди на рубку, равно 0,47, т.е. менее одного бревна. 

3.4.Математическая модель нестационарного режима

Обозначим через 
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 вероятность пребывания системы в момент времени 
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 в состоянии 
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. Это – переходные вероятности, изменяющиеся со временем. Согласно правилу, сформулированному в п.2.3, нестационарный режим описывается следующей системой дифференциальных уравнений, составленной по графу состояний, изображенному на рис.4:
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(14)

Решение этой системы должно удовлетворять начальному условию
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означающему, что в момент времени 
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 система находится в состоянии 
[image: image452.wmf]0

S

: бревен в цехе нет, рубительные машины простаивают и очередь отсутствует. Контролем правильности решения системы является условие нормировки
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(16)
которое означает, что для любого момента времени сумма вероятностей постоянна и равна 
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. Это следует из замечания п.2.6.
Решение задачи (14)-(15) получим в Excel на Листе 2 методом Эйлера, как показано в табл.6.

Таблица 6

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I

	1
	(
	6,07
	Решение системы дифференциальных уравнений

	2
	(
	3,1
	t
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	0,05
	0,00
	1
	0
	0
	0
	0
	1
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	0,05
	0,6965
	0,3035
	0
	0
	0
	1

	5
	
	
	0,10
	0,532155
	0,375733
	0,092112
	0
	0
	1

	6
	
	
	0,15
	0,428884
	0,393523
	0,149636
	0,027956
	0
	1

	7
	
	
	0,20
	0,359714
	0,389646
	0,185935
	0,05622
	0,008485
	1

	8
	
	
	0,25
	0,310936
	0,377807
	0,20755
	0,08079
	0,022917
	1

	…
	
	
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	42
	
	
	1,95
	0,117569
	0,229212
	0,223365
	0,217563
	0,212291
	1

	43
	
	
	2,00
	0,117415
	0,229044
	0,223341
	0,21769
	0,212511
	1


В ячейки B1 и B2 поместим значения интенсивностей 
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 и 
[image: image461.wmf]m

. В ячейку B3 поместим значение шага интегрирования 
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. Примем, сначала 
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. Блок ячеек C3 : H3 зарезервируем для записи времени начала функционирования системы 
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 и начальных вероятностей 
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, взятых из (15). В блоке ячеек C4 : H4 поместим формулы Эйлера из п.2.6, по которым рассчитываются вероятности для текущего момента времени 
[image: image466.wmf]t

 по известным вероятностям для предыдущего момента времени 
[image: image467.wmf]h
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. Эти формулы приведены в табл.7.

Таблица 7

	C4
	C3 + $B$3

	D4
	D3 + $B$3 * (-$B$1 * D3 + $B$2 * E3)

	E4
	E3 + $B$3 * ($B$1 * D3 – ($B$2 + $B$1) * E3 + 2 * $B$2 * F3)

	F4
	F3 + $B$3 * ($B$1 * E3 – (2 * $B$2 + $B$1) * F3 + 2 * $B$2 * G3)

	G4
	G3 + $B$3 * ($B$1 * F3 – (2 * $B$2 + $B$1) * G3 + 2 * $B$2 * H3)

	H4
	H3 + $B$3 * ($B$1 * G3 – 2 * $B$2 * H3)


Протягивая эти формулы вниз, получим решение системы уравнений. 

В табл.6 колонка I служит для контроля правильности введенных соотношений, а также для контроля правильности выбора шага интегрирования. В клетку I3 запишем формулу

= СУММ( D3 : H3 ),

которую протянем вниз. Для принятого шага 
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 элементы этой колонки не равны «единице». Уменьшим щаг интегрирования до 
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. Тогда все элементы колонки I станут равными «единице». А это означает правильность решения системы дифференциальных уравнений (14).
Вероятности 
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 с ростом времени 
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 стремятся к своим стационарным значениям 
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, не зависящим от времени и полученным в п.3.2. Поэтому таблицу вероятностей следует вычислять до тех пор, пока ни будут выполняться соотношения: 
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Как следует из табл.2, указанные соотношения выполняются с точностью до трех знаков после запятой уже для момента времени 
[image: image478.wmf]2

=

t

. 
Графическая иллюстрация вероятностей из табл.6 приведена на рис.5.
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Рис.5. Вероятности состояний системы

Рис.5 свидетельствует о достаточно быстром вхождении процесса в стационарный режим, при котором вероятности практически не изменяются, а графики становятся параллельными оси времени. 

3.5. Нестационарные характеристики СМО

Рассчитанные вероятности состояний системы, а также соотношения (10) – (11) позволяют определить коэффициенты загрузки и простоя системы в зависимости от времени. Для СМО вида 
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 указанные соотношения принимают вид
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Дополним табл.6 колонками J и K, в которых поместим соотношения для вычисления коэффициентов загрузки и простоя. А именно, в ячейки J3 и K3 поместим формулы 

= (E3 + 2 * (F3 + G3 + H3)) / 2

и

= (E3 + 2 * D3) / 2
соответственно, которые протянем вниз. В результате получим табл.8.
Таблица 8

	
	…
	J
	K

	1
	...
	
	

	2
	...
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	3
	...
	0
	1,0000000

	4
	…
	0,15175
	0,8482500

	5
	...
	0,279979
	0,7200213

	6
	...
	0,374354
	0,6256460

	7
	...
	0,445463
	0,5545373

	8
	…
	0,500161
	0,4998394

	…
	...
	...
	…

	42
	...
	0,767825
	0,2321752

	43
	...
	0,768063
	0,2319367


Видим, что функции 
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 с течением времени приближаются к своим стационарным значениям, равным 0,77 и 0,23 соответственно. Графики этих функций приведены на рис. 6.
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Рис.6. Коэффициенты загрузки и простоя машин в цехе

Из рис.6 можно сделать следующие выводы. С течением времени загрузка машин возрастает, и уже через 2 часа становится равной 77%. Коэффициент простоя машин с течением времени убывает и через 2 часа составляет 23%. Это значит, что машины загружены достаточно сильно и вполне возможно осуществление в цехе таких мероприятий, как

· уменьшение потока бревен,

· установка в цехе еще одной рубительной машины.

4. Форма отчета

По результатам выполненной лабораторной работы представляется отчет, в котором должны содержаться следующие пункты:

· указание возможных состояний системы;

· граф состояний;

· система алгебраических уравнений, составленная относительно стационарных вероятностей; решение системы;

· расчет стационарных характеристик работы системы;

· система дифференциальных уравнений, неизвестными которой являются вероятности состояний, зависящие от времени; решение системы в Excel;

· вычисление нестационарных характеристик; определение коэффициентов загрузки и простоя системы как функций времени;

· выводы по результатам исследований.

5. Задания к лабораторной работе 

Задания приведены на сайте http://gurov.vs58.net/, а вариант определяется в зависимости от номера студента в журнале преподавателя.

Лабораторная работа 3

ОПТИМИЗАЦИЯ ПЛАНА ВЫПУСКА ПРОДУКЦИИ ПО ДВУМ КРИТЕРИЯМ

1. Постановка задачи

На лесоперерабатывающем предприятии установлено три группы оборудования 
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 и 
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 (строгальные, фрезерные и шлифовальные станки). Эти станки производят два типа продукции 
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 и 
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. Известны нормы затрат машинного времени, эффективный фонд времени станков, цена за простой единицы оборудования и прибыль от реализации единицы продукции (табл. 1). 

Таблица 1

	Оборудование
	Затраты машинного времени на обработку единицы продукции, ч
	Эффективный фонд времени станков, ч
	Цена за простой единицы оборудования, ден.ед.
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	Прибыль от реализации единицы продукции, ден.ед.
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Определить количество продукции 
[image: image512.wmf]1
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 и 
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, которое необходимо изготовить на предприятии с тем, чтобы,

·  во-первых, получить наибольшую общую прибыль от реализации готовой продукции и,

· во-вторых, наиболее эффективно использовать имеющееся оборудование.

Для выполнения работы необходимо
1. Составить математическую модель в виде двухкритериальной задачи оптимизации.

2. Построить допустимую область задачи. Определить оптимальное решение по каждому критерию графическим методом. 

3. Построить множество достижимости и множество Парето. Указать множество Парето-оптимальных точек.

4. Решить задачу отдельно по каждому критерию в Excel.

5. Определить компромиссное решение задачи методом уступок. Величину уступки принять равной половине разности между значениями прибыли, полученными в результате оптимизации по каждому критерию.

6. Показать, что компромиссное решение является эффективным по Парето.

2. Сведения из теории

2.1. Математическая модель задачи линейного программирования с одним критерием
Задача линейного программирования в общей постановке формулируется следующим образом: найти совокупность неотрицательных чисел 
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достигает наибольшего (или наименьшего) значения, причем эти числа удовлетворяют системе линейных ограничений 
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и условиям неотрицательности
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Таким образом, задача содержит 
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 неизвестных и 
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 ограничений в виде равенств или неравенств. 

Определение 1. Совокупность неотрицательных чисел 
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, удовлетворяющих системе ограничений (2) и условиям неотрицательности (3), называется допустимым решением или планом задачи, а вектор 
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 называется допустимым вектором. 

Множество всех допустимых решений будем называть допустимой областью в 
[image: image523.wmf]n

-мерном пространстве 
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. Каждому допустимому решению соответствует определенное значение целевой функции 
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Определение 2. Допустимое решение, при котором целевая функция (1) достигает экстремума, называется оптимальным решением или оптимальным планом задачи. 

Таким образом, если 
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 – оптимальное решение задачи на максимум, то выполняется неравенство 
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 для любого допустимого решения 
[image: image528.wmf]X

. В случае задачи на минимум имеет место неравенство противоположного смысла.

Задача линейного программирования может иметь одно или бесконечное множество оптимальных решений, в этом случае она называется разрешимой. Задача может не иметь ни одного оптимального решения, тогда она называется неразрешимой. 

Пример. На лесоперерабатывающем предприятии установлено три группы оборудования (строгальные, фрезерные и шлифовальные станки). На этих станках производится два типа продукция: шкафы и столы. Известны нормы затрат машинного времени, эффективный фонд времени станков, прибыль от реализации единицы продукции (табл.2). 

Таблица 2

	Станки
	Затраты машинного времени на обработку одного изделия, час
	Фонд времени станков, час

	
	Шкаф
	Стол
	

	Строгальные
	4
	3
	144

	Фрезерные
	2
	1
	64

	Шлифовальные
	2
	3
	120

	Прибыль, ден.ед.
	8
	7
	


Составить математическую модель следующей задачи. Определить количество изделий каждого вида, которое необходимо изготовить на предприятии с целью получения наибольшей общей прибыли от реализации готовой продукции.

Количество шкафов и столов, которое необходимо изготовить на предприятии, обозначим соответственно через 
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. Общая прибыль от их изготовления выражается функцией
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Определим фактическую загрузку по каждой группе оборудования. Она будет равна
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 – для строгальных станков,
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 – для фрезерных станков,
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 – для шлифовальных станков.

Коэффициенты при неизвестных обозначают здесь нормы затрат машинного времени на обработку одного шкафа и одного стола соответственно.

Ресурсы машинного времени ограниченны. Следовательно, загрузка по каждой группе оборудования не должна превышать имеющихся ресурсов машинного времени. Математически это означает, что 
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(5)

Ограничительные условия для решения данной задачи мы получили в виде системы линейных неравенств (5). Очевидно, что неизвестные задачи являются целыми числами и удовлетворяют условиям
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Таким образом, математическая модель задачи состоит в максимизации целевой функции (4) при условиях, что неизвестные 
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 удовлетворяют системе ограничений (5) и неравенствам (6). 
2.2. Графическое решение задач линейного программирования с двумя неизвестными

Знакомство с геометрической стороной задач линейного программирования позволяет наглядно представить истинный смысл задачи. Основное преимущество графического метода – его простота и наглядность, однако он пригоден лишь для решения задач с двумя неизвестными и задач, сводящихся к ним. При наличии трех неизвестных использование этого метода затруднено, а при наличии более трех неизвестных становится невозможным. 
Приведем графическое решение задачи (4)-(6). В системе координат 
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 построим область допустимых решений задачи. Уравнение 
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. Через точки с координатами 
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 проведем прямую линию. Эта прямая делит всю плоскость на две полуплоскости. Для координат любой точки одной полуплоскости выполняется неравенство 
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, а любой точки другой полуплоскости – неравенство противоположного смысла 
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. Чтобы определить расположение соответствующей полуплоскости относительно граничной прямой, достаточно подставить координаты любой точки 
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 (проще всего в качестве такой точки брать начало координат), не лежащей на прямой, в левую часть неравенства. Если при этом получим верное неравенство, то полуплоскость содержит точку 
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, если получим неверное неравенство, то полуплоскость не содержит точку 
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. Так как точка 
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 удовлетворяет неравенству 
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, то следует выбрать полуплоскость, содержащую начало координат. Направление полуплоскости показано на чертеже стрелкой. Аналогично строятся полуплоскости, соответствующие второму и третьему неравенствам системы (5).

Система неравенств 
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 определяет первый квадрант координатной плоскости. 

На рис.1 показаны граничные прямые и полуплоскости, соответствующие всем неравенствам системы (5) и условиям неотрицательности неизвестных 
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. Общая часть всех полуплоскостей будет представлять собой допустимую область 
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, расположенную в первом квадранте. 
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Рис.1. Графическое решение задачи (4)-(6)

Перейдем теперь к графическому изображению целевой функции. При фиксированном 
[image: image562.wmf]z

 уравнение 
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 определяет прямую, а при изменении 
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 – семейство параллельных прямых. Эти прямые называются линиями уровня целевой функции, поскольку в каждой точке линии уровня значение целевой функции одно то же. Вектор 
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, перпендикулярный ко всем линиям уровня, показывает направление возрастания 
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. Задача отыскания допустимого решения системы, для которого целевая функция максимальна (минимальна), геометрически сводится к определению точки допустимой области, через которую пройдет линия уровня, соответствующая наибольшему (наименьшему) значению 
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На рис.1, где построена допустимая область, строим вектор 
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 (его длину можно увеличить) и перпендикулярную ему – одну из линий уровня, например, проходящую через начало координат. При решении задачи на максимум будем перемещать эту линию уровня параллельно самой себе в направлении, указанном вектором 

. Оптимальная точка определяется как точка пересечения линии уровня, отвечающей наибольшему значению 
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, с допустимой областью. Если требуется решить задачу на минимум, то линию уровня следует перемещать в направлении, противоположном вектору 

. 

Линии уровня 
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 и 
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 имеют общие точки с допустимой областью, причем линия 
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 отвечает наибольшему значению 
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. При дальнейшем ее перемещении она уже не будет иметь общих точек с допустимой областью. Таким образом, оптимальное решение соответствует точке 
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, координаты которой можно определить путем совместного решения уравнений
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соответствующих первой и третьей граничным прямым. Находим 
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 ден.ед. Чтобы получить наибольшую прибыль в 320 ден.ед., предприятие должно изготовить 12 шкафов и 32 стола. Заметим, что в оптимальном плане шкафов оказалось меньше столов, несмотря на то, что прибыль от одного шкафа выше, чем от одного стола.

В рассмотренном примере задача линейного программирования имеет единственное решение. Однако она может не иметь решения, если допустимая область неограниченна, а линии уровня целевой функции «движутся» в сторону неограниченности, или если данная система неравенств противоречива (допустимая область пуста). Задача может иметь и бесчисленное множество оптимальных решений, если линия уровня, отвечающая наибольшему (наименьшему) значению, совпадает с одной из сторон многоугольника. В подобных случаях говорят, что задача имеет альтернативное оптимальное решение (имеется свобода выбора оптимального решения).

2.3. Решение задачи линейного программирования в Excel
Симплексный метод является универсальным методом решения задач линейного программирования, однако, он требует серьезной математической подготовки. В настоящее время разработано множество программных средств, реализующих методы линейной оптимизации. Для учебных целей хорошим и очень простым инструментом служит оптимизация в MicroSoft Excel.

Рассмотрим последовательность действий по решению задачи (4)-(6) с помощью электронной таблицы Excel.

Этап 1. Загрузить программу Excel.

Этап 2. Для ввода исходных данных создать таблицу, приведенную на рис.2. Здесь показан один из вариантов организации исходных данных, возможны и другие варианты.
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Рис.2. Ввод исходных данных задачи (4)-(6)

На рис.2 введены названия элементов модели (затенённые ячейки), но они являются лишь оформлением решения задачи и на результат не влияют. 

Для независимых переменных 
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 и 
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 зарезервированы ячейки В4 : C4. Решение задачи и должно определить оптимальные значения именно этих величин.

Коэффициенты целевой функции записаны в ячейки B6 : C6. Целевая функция вводится в ячейку D6. При этом алгебраическая формула 
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, выражающая целевую функцию, должна быть трансформирована в так называемую клеточную формулу, содержащую не имена переменных, а адреса ячеек, в которых находятся эти переменные, как показано в табл.3.

Таблица 3

	Ячейка
	Формула

	D6
	= B6 * B4 + C6 * C4
	или
	= СУММПРОИЗВ(B6 : C6; B4 : C4)


Заполнение аргументов функции СУММПРОИЗВ( ) показано на рис.3.
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Рис.3. Функция СУММПРОИЗВ( )

Коэффициенты ограничений системы (5) размещены в ячейках блока B9 : C11. В ячейках F9 : F11 записаны правые части этих ограничений. Для записи левых частей ограничений 
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 необходимо создать клеточные формулы и поместить их в соответствующие ячейки D9, D10 и D11, как показано в табл.4. 

Таблица 4

	Ячейка
	Формула

	D9
	= B9 * B4 + C9 * C4
	или
	= СУММПРОИЗВ(B9 : C9; B4 : C4)

	D10
	= B10 * B4 + C10 * C4
	или
	= СУММПРОИЗВ(B10 : C10; B4 : C4)

	D11
	= B11 * B4 + C11 * C4
	или
	= СУММПРОИЗВ(B11 : C11; B4 : C4)


Вышеприведённые формулы отличаются только одним сомножителем, поэтому ячейки D10, D11 можно заполнить протягиванием формулы из ячейки D9, если в ячейках  B4:C4 предварительно поставить знак $:

 = СУММПРОИЗВ(B9 : C9; $B$4 : $C$4).

Этап 3. После ввода исходных данных можно приступить к поиску решения. С этой целью в Excel используется команда ПОИСК РЕШЕНИЯ меню СЕРВИС. Рассмотрим последовательность ввода компонентов. 

Курсор в ячейку D6 (целевая ячейка) и команда Сервис – Поиск решения. На экране диалоговое окно Поиск решения (рис.4).
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Рис.4. Диалоговое окно ПОИСК РЕШЕНИЯ

В окне Поиск решения пока заполнено только поле Установить целевую ячейку, в котором должен стоять адрес D6 (неважно, абсолютный или относительный);

Установить кнопку на поиск максимального значения. Если требуется найти минимальное значение или значение, равное заданной величине, то устанавливаются соответствующие кнопки и вводится значение заданной величины.

В поле Изменяя ячейки ввести адреса искомых переменных – B4 : C4 набором на клавиатуре или протаскиванием мыши.

Затем следует ввести ограничения – щелкнуть по кнопке Добавить – на экране появляется диалоговое окно Добавление ограничения. Ограничения можно вводить блоками, например, D9 : D11 <= F9 : F11, и B4 : C4 >= 0, как показано на рис.5 и 6.

Когда все ограничения для поиска оптимального решения заданы, воспользовавшись кнопками Изменить и Удалить, можно ввести  изменения, либо удалить ряд ограничений из их списка. Процесс вычислений запускается нажатием кнопки Выполнить.
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Рис.5. Добавление ограничений
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Рис.6. Добавление условий неотрицательности

Если вычисления оказались успешными, то полученное решение будет вставлено в таблицу, и на экране появится диалоговое окно Результаты поиска решения, содержащее информацию о завершении процесса поиска решения (рис.7). 
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Рис.7. Результаты решения задачи (4)-(6)

Из рисунка видно, что в оптимальном решении:

- количество шкафов составляет 12 шт. (B4 = 12);

- количество столов составляет 32 шт. (C4 = 32).

При этом максимальная прибыль составляет 320 ден.ед. (ячейка D6), ресурс времени работы строгальных и шлифовальных станков (ограничения 1 и 3) исчерпан полностью (D9 = F9, D11 = F11), время простоя фрезерных станков составляет 64 – 56 = 8 часов.

2.4. Математическая модель многокритериальной оптимизации

В теории многокритериальной оптимизации (МКО) решаются задачи принятия решений одновременно по нескольким критериям. Задача МКО ставится следующим образом: требуется найти числа 
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для которых функции
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достигают максимального значения.
Множество точек 
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[image: image600.wmf]K

 целевых функций. Эти функции отображают множество 
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В векторной форме математическую модель МКО (7)-(8) можно записать следующим образом:
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Впервые проблема МКО возникла у итальянского экономиста В.Парето в 1904 г. при математическом исследовании товарного обмена. В дальнейшем интерес к проблеме МКО усилился в связи с разработкой и использованием вычислительной техники, и уже позднее стало ясно, что многокритериальные задачи возникают не только в экономике, но и в технике, например, при проектировании сложных технических систем. 

В отличие от задач оптимизации с одним критерием в МКО имеется неопределенность целей. Действительно, существование решения, максимизирующего несколько целевых функций, является редким исключением, поэтому с математической точки зрения задачи МКО являются неопределенными и решением может быть только компромиссное решение. Например, при поиске плана предприятия, макимизирующего прибыль и минимизирующего затраты очевидна невозможность достижения обеих целей одновременно, так как чем больше затраты, тем больше должно быть продукции и тем больше прибыль.

Ввиду этого в теории МКО понятие оптимальности получает различные толкования, и поэтому сама теория содержит три основных направления:

1. Разработка концепции оптимальности.  

2. Доказательство существования решения, оптимального в соответствующем смысле.

3. Разработка методов нахождения оптимального решения.

Пример (продолжение). В задаче из п.2.1 была рассмотрена задача по критерию максимизации общей прибыли от реализации готовой продукции. Математическая модель была сформулирована в виде целевой функции (4) и ограничений (5)-(6). Согласно оптимальному плану предприятие должно изготовить 12 шкафов и 32 стола, и наибольшая общая прибыль составит 320 ден.ед. 

Дополнительно предположим, что предприятие заинтересовано в эффективном использовании оборудования. При этом известны цены за 1 час простоя оборудования каждого вида: для строгальных станков – 3 ден.ед., для фрезерных станков – 9 ден.ед., для шлифовальных станков –  2 ден.ед. Требуется составить математическую модель оптимизации по второму критерию – штрафу за неэффективное использование оборудования.

Обозначим через 
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 суммарные издержки предприятия за простой оборудования. Поскольку время простоя равно 
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то суммарные издержки равны
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Система ограничений (5)-(6) при этом не изменяется:
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Задача оптимизации (9)-(11) по второму критерию решается в Excel с использованием процедуры «Поиск решения» аналогично п.2.3. Исходные данные и результаты оптимизации показаны на рис.8.
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Рис.8. Исходные данные и результаты решения задачи (9)-(11)

Заметим, что целевая функция (9) содержит свободный член, поэтому в ячейку D6 помещается одна из формул табл.5.

Таблица 5
	= B6 * B4 + C6 * C4 + 1248
	или
	= СУММПРОИЗВ(B6 : C6; B4 : C4) + 1248


На рис.8 представлен оптимальный план выпуска мебели по критерию минимизации издержек за простой оборудования: предприятие должно изготовить 24 шкафа и 16 столов. Как видим, этот план существенно отличается от оптимального плана по критерию общей прибыли. При этом минимальные издержки составят 
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2.5. Оптимальность по Парето 

Если функции 
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 достигают максимум в одной и той же точке 
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, то говорят, что задача МКО имеет идеальное решение. 

Случаи существования идеального решения в многокритериальной задаче крайне редки. Поэтому основная проблема при рассмотрении задачи МКО – формализация принципа оптимальности, т.е. определение того, в каком смысле «оптимальное» решение лучше других. В случае отсутствия «идеального решения» в задаче МКО ищется компромиссное решение.

Для всякой альтернативы 
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 вектор из значений целевых функций 
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 является векторной оценкой альтернативы
[image: image622.wmf]X

. Векторная оценка альтернативы содержит полную информацию о ценности (полезности) этой альтернативы для главного конструктора системы, или, как принято говорить в системном анализе, лица, принимающего решение (ЛПР). Сравнение любых двух исходов заменяется сравнением их векторных оценок.

Пусть 
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,  причем хотя бы одно неравенство строгое, то говорят, что решение 
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 предпочтительнее решения 
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. Условие предпочтительности принято обозначать в виде 
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Определение (оптимальность по Парето). В задаче МКО точка 
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 называется оптимальной по Парето, если не существует другой точки 
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Точки, оптимальные по Парето, образуют множество точек, оптимальных по Парето (множество неулучшаемых или эффективных точек) 
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Оптимальные решения многокритериальной задачи следует искать только среди элементов множества альтернатив 
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. В этой области ни один критерий не может быть улучшен без ухудшения хотя бы одного из других. Важным свойством множества Парето 
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 является возможность «выбраковывать» из множества альтернатив 
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 заведомо неудачные, уступающие другим по всем критериям. Обычно решение многокритериальной задачи должно начинаться с выделения множества 
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. При отсутствии дополнительной информации о системе предпочтений ЛПР должно принимать решение именно из множества Парето 
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В векторной оптимизации кроме множества Парето в общем случае нет общих правил, по которому варианту 
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 отдается предпочтение по сравнению с другим вариантом 
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Часто решение многокритериальной задачи состоит в построении множества Парето-оптимальных точек и дальнейшем выборе одной из них на основе  «здравого смысла» или с помощью какого-либо другого критерия.

Во всех случаях задача многокритериальной оптимизации каким-то способом сводится к задаче с одним критерием. Существует много способов построения такого окончательного критерия, однако ни одному из них нельзя заранее отдать наибольшее предпочтение. Для каждой задачи этот выбор должен делаться ЛПР.

Заметим, что целевые функции отображают множество точек, оптимальных по Парето 
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 в множество 
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, которое называется множеством Парето. 

Пример (продолжение). Для задачи, сформулированной в п.2.1 и п.2.4, определить множество достижимости и множество Парето.

Построим образ допустимой области OABCD в пространстве критериев 
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, где целевые функции 
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 и 
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 определяются равенствами (4) и (9) соответственно. В табл.6 поместим характерные точки (вершины) допустимой области и соответствующие им образы в пространстве критериев. 

Таблица 6

	Точка в области 
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	Образ точки в множестве 
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Для двух заданных критериев на рис.9 представлено множество достижимости 
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 и множество Парето 
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, являющееся образом множества 
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, оптимальных по Парето точек. Эти множества получены на основе данных табл.6.  
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Рис.9. Множество достижимости и множество Парето

Множество 
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 на рис.9 представляет собой отрезок 
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 это множество образует «юго-восточную» границу множества достижимости. 

Таким образом, решением задачи МКО является множество точек, оптимальных по Парето 
[image: image672.wmf]p
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. 

2.6. Метод последовательных уступок

Компромиссное решение найдем методом последовательных уступок. В этом методе критерии нумеруются в порядке убывания важности. Пусть критерии 
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 записаны в порядке уменьшения их важности. Тогда должны быть выполнены следующие действия.

1-й шаг. Решается однокритериальная задача по 1-му критерию:



.

2-й шаг. Назначается разумная с инженерной точки зрения уступка 
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, составляется и решается новая задача оптимизации по 2-му критерию:



.

3-й шаг. Назначается уступка для 2-го критерия 
[image: image675.wmf]2
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, составляется и решается задача оптимизации по 3-му критерию:



.

Процесс назначения уступок по каждому критерию и решения однокритериальных задач продолжается, пока не дойдем до последнего 
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 – го шага.
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-й шаг. Назначается уступка для 
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, составляется и решается задача оптимизации по последнему 
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 – му критерию:
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Основной недостаток методов, использующих ограничения на критерии, состоит в субъективности выбора выбора уступок. При использовании метода последовательных уступок следует помнить, что уступки могут быть несоизмеримы между собой, поэтому надо предварительно организовать нормализацию критериев. Кроме того, в общем случае уже со 2-го шага решение может оказаться не оптимальным по Парето.

Пример (продолжение). Решим задачу оптимизации с двумя критериями методом уступок. Для первого критерия 
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 назначим уступку 
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, и в математическую модель (9)-(11) добавим еще одно ограничение 
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. Тогда получим новую задачу оптимизации по второму критерию:
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при ограничениях 
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Организация исходных данных задачи (12)-(14) на листе Excel приведена на рис.10.
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Рис.10. Исходные данные и результаты решения задачи МКО

В результате получен компромиссный план выпуска мебели, состоящий в изготовлении 18 шкафов и 24 столов. Общая прибыль предприятия будет равна 
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 ден.ед., а издержки за простой оборудования составят 
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 ден.ед. 
3. Пример выполнения лабораторной работы

Исходные данные для выполнения лабораторной работы содержатся в табл.7.

Таблица 7
	Оборудование
	Затраты машинного времени на обработку единицы продукции, ч
	Эффективный фонд времени станков, ч
	Цена за простой единицы оборудования, ден.ед.
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	4
	840
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	Прибыль от реализации единицы продукции, ден.ед.
	70
	40
	


Составим математическую модель. Пусть 
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 – количество продукции 
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, которую необходимо изготовить на предприятии,
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 – общая прибыль от реализации готовой продукции,
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 – суммарные издержки (штраф) предприятия за простой оборудования.

Фактическая загрузка по каждой группе оборудования равна: 
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 – для шлифовальных станков. Коэффициенты при неизвестных обозначают здесь нормы затрат машинного времени на обработку единицы продукции 
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 и 
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. Загрузка по каждой группе оборудования не должна превышать фонда машинного времени, т.е.:
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Неизвестные, очевидно, должны быть неотрицательными:
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Неравенства (15) и (16) образуют систему ограничений. Представим аналитически цели задачи. Общая прибыль от реализации готовой продукции (цель 1) выражается формулой
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Из ограничений (15) следует, что время простоя оборудования равно:
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 – для шлифовальных станков, 

поэтому суммарные издержки предприятия за простой оборудования (цель 2) составляют:
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Таким образом, математическая модель задачи состоит в максимизации целевой функции (17) и минимизации целевой функции (18) при условиях, что неизвестные 
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 и 
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 удовлетворяют системе ограничений (15) и неравенствам (16). Это есть задача линейной оптимизации с двумя критериями.

На рис.11 приведено графическое решение задачи по каждому критерию в отдельности. На основе системы ограничений (15)–(16) строится допустимая область в виде многоугольника OABCD. Покажем, например, как построена прямая I. В уравнении 
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. Через две точки проведем прямую I. Неравенство 
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 определяет полуплоскость, расположенную ниже этой прямой. Аналогично неравенство 
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 задает полуплоскость, расположенную под прямой II, а неравенство 
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 – полуплоскость, расположенную левее прямой III. Условия неотрицательности (16) в совокупности определяют первый квадрант координатной плоскости. 

Оптимальное решение задачи по первому критерию определяется следующим образом. Строится вектор 
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, координаты которого равны (или пропорциональны) коэффициентам целевой функции (17). Перпендикулярно этому вектору изображается прямая (линия уровня целевой функции), которая перемещается в направлении вектора, пока прямая имеет общие точки с допустимой областью. Оптимальное решение по первому критерию есть точка пересечения допустимой области с линией уровня, отвечающей максимальному значению 
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. Это есть вершина 
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. Координаты точки 
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 определяются по графику приближенно. Они дают оптимальное решение задачи по первому критерию. 
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Рис.11. Графическое решение задачи по первому и второму критериям

Оптимальное решение задачи по второму критерию определяется аналогично, если задачу минимизации (18) заменить задачей максимизации целевой функции 
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 и построить вектор 
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, координаты которого пропорциональны координатам вектора 
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. Из рисунка видно, что оптимальной точкой является вершина 
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Таким образом, выпуск продукции 
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 и 
[image: image737.wmf]2

P

 в количествах 36 и 21 единица обеспечивает предприятию максимальную общую прибыль, а выпуск продукции 
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 и 
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 в количествах 22 и 34 единицы гарантирует предприятию минимальный общий штраф за простой оборудования. 

Построение допустимой области можно выполнить в Excel. Для этого в соответствии с уравнениями системы (1) образуем табл.8. В блок ячеек A3 : A14 введем значения аргумента 
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Таблица 8
	
	A
	B
	C
	D

	1
	
[image: image742.wmf]1

x


	
[image: image743.wmf]2

x



	2
	
	Прямая I
	Прямая II
	Прямая III

	3
	0
	54,43
	43
	210

	4
	10
	45,14
	38,9
	158

	5
	20
	35,86
	34,8
	105

	6
	30
	26,57
	30,7
	52,5

	7
	40
	17,29
	26,6
	0

	8
	50
	8
	22,5
	–53

	9
	60
	–1,29
	18,5
	–105

	10
	70
	–10,6
	14,4
	–158

	11
	80
	–19,9
	10,3
	–210

	12
	90
	–29,1
	6,18
	–263

	13
	100
	–38,4
	2,09
	–315

	14
	110
	–47,7
	–2
	–368


В ячейки B3, C3 и D3 введем формулы из табл.9, которые копируются на блок ячеек B4 : D14.

Таблица 9
	B3
	= (762 – 13 * A3) / 14

	C3
	= (946 – 9 * A3) / 22

	D3
	= (840 – 21 * A3) / 4


С помощью мастера диаграмм и блока ячеек B3 : D14 из табл. 3 строятся графики прямых линий I, II и III. Используя пункт меню «Ряд» и «Подписи оси x», указывают значения аргумента 
[image: image744.wmf]1

x

, содержащиеся в блоке ячеек A3 : A14. После построения прямых следует выделить допустимую область, ограничив диаграмму снизу и сверху по вертикальной оси. Путем изменения размеров графика необходимо добиться, чтобы масштаб по осям координат был одинаковым. Подписи данных удобно сделать, используя пункт меню «Вид / Панели инструментов / Рисование». 

Построим множество достижимости. Это есть образ многоугольника OABCD при отображении 
[image: image745.wmf]1

z

 и 
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. Составим для этого табл.10. 

Таблица 10
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	21
	Вершина допустимой области
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	Вершина множества достижимости
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	22
	O
	0
	0
	O´
	0
	7278

	23
	A
	0
	43
	A´
	1720
	828

	24
	B
	22
	34
	B´
	2900
	242

	25
	C
	36
	21
	C´
	3360
	960

	26
	D
	40
	0
	D´
	2800
	3758

	27
	
	
	
	O´
	0
	7278


В колонках A, B и C вписаны обозначения вершин допустимой области и их координаты. В колонках D, E и F находятся обозначения вершин множества достижимости и их координаты, рассчитанные по целевым функциям (3) – (4): в ячейки E22 и F22 заносятся формулы из табл.11, которые копируются на блок ячеек E23 : F26. 

Таблица 11
	E22
	= 70 * B22 + 40 * C22

	F22
	= – 88 * B22 – 150 * C22 + 7278


Начальная вершина O´ со своими координатами повторяется в строке 27. На плоскости 
[image: image751.wmf](
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 по данным табл.10 строится множество достижимости, как показано на рис.12. 

Граничные линии этого множества можно построить в Excel. Для этого следует выделить блок ячеек E22 : F27 и обратиться к мастеру диаграмм, выбрав точечную диаграмму, на которой значения соединены отрезками. Для обозначения вершин O´, A´, B´, C´, D´ следует использовать панель инструментов «Рисование». В «Формате надписи» выбираются:

· вкладка «Защита» и убирается «флажок» в опции «Скрыть текст»,

· вкладка «Свойства» и отмечается кнопка в опции «Изменять размеры вместе с диаграммой».

Множество Парето образует юго-восточную границу множества достижимости, поскольку 
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 и 
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. В данном случае множество Парето есть отрезок B´C´.

Это значит, что точки отрезка BC на рис.12 образуют множество Парето – оптимальных (или эффективных) точек.
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Рис.12. Множество достижимости и множество Парето

Решение задачи по каждому критерию получим теперь в Excel. Организация данных для решения задачи по первому критерию представлена в табл.12.

Таблица 12
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 1 – прибыль от реализации готовой продукции

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Продукция
	P1
	P2
	
	
	
	

	4
	Значение
	36
	21
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения
	
	

	6
	Станки
	
	
	Левая часть
	Знак
	Правая часть
	Штраф

	7
	Строгальные
	13
	14
	762
	<=
	762
	1

	8
	Фрезерные
	9
	22
	786
	<=
	946
	6

	9
	Шлифовальные
	21
	4
	840
	<=
	840
	1

	10
	
	
	
	ЦФ1->max
	
	ЦФ2
	960

	11
	Прибыль
	70
	40
	3360
	
	
	


Вначале ячейки B4 : C4 – пустые, они предназначены для записи решения задачи. В ячейках D7 и G10 записаны формулы из табл.13. Содержимое ячеек D8, D9, D11 получено копированием формулы из D7.

Таблица 13
	D7
	= СУММПРОИЗВ(B7 : C7; $B$4 : $C$4)

	G10
	= СУММПРОИЗВ(G7 : G9; F7 : F9 – D7 : D9)


Далее идет обращение к процедуре «Поиск решения» в пункте меню «Сервис». Целевой ячейкой является D11. Оптимальный план выпуска продукции 
[image: image755.wmf]1

P

 и 
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 в количествах 36 и 21 единица содержится в ячейках B4 : C4, максимальная прибыль (ячейка D11) равна 3360 ден.ед, штраф за простой оборудования (ячейка G10) – 960 ден.ед.

Решение задачи по второму критерию выполняется на другом листе аналогично (см. табл. 14), но целевой ячейкой служит G10.

Таблица 14
	 
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 2 – штраф за простой станков

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Продукция
	P1
	P2
	
	
	
	

	4
	Значение
	22
	34
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения
	
	

	6
	Станки
	
	
	Левая часть
	Знак
	Правая часть
	Штраф

	7
	Строгальные
	13
	14
	762
	<=
	762
	1

	8
	Фрезерные
	9
	22
	946
	<=
	946
	6

	9
	Шлифовальные
	21
	4
	598
	<=
	840
	1

	10
	
	
	
	ЦФ1
	
	ЦФ2->min
	242

	11
	Прибыль
	70
	40
	2900
	
	
	


Оптимальное решение по второму критерию (ячейки B4 : C4) состоит в выпуске продукции 
[image: image757.wmf]1

P

 и 
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 в количествах 22 и 34 единицы, минимальный штраф за простой оборудования (ячейка G10) составляет 242 ден.ед., прибыль (ячейка D11) равна 2900 ден.ед.

Компромиссное решение задачи определяется на третьем листе методом уступок. Согласно условию величина уступки принимается равной 
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. Организация данных представлена в табл.15. Целевая ячейка – G11.

Таблица 15
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Решение задачи МКО методом уступок

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Продукция
	P1
	P2
	
	
	
	

	4
	Значение
	29
	27,5
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения
	
	

	6
	Станки
	
	
	Левая часть
	Знак
	Правая часть
	Штраф 

	7
	Строгальные
	13
	14
	762
	<=
	762
	1

	8
	Фрезерные
	9
	22
	866
	<=
	946
	6

	9
	Шлифовальные
	21
	4
	719
	<=
	840
	1

	10
	Прибыль
	70
	40
	3130
	>=
	3130
	

	11
	
	
	
	
	
	ЦФ2->min
	601


Полученные результаты оптимизации сведены в табл.16.

Таблица 16
	 Критерий оптимальности
	Продукция
	Значения целевых функций

	
	Точка на рис.11
	P1
	P2
	Точка на рис.12
	z1, ден.ед.
	z2,
ден.ед.

	Прибыль от реализации продукции
	C
	36
	21
	C´
	3360
	960

	Штраф за простой станков
	B
	22
	34
	B´
	2900
	242

	Компромиссное решение
	K
	29
	27,5
	K´
	3130
	601


Компромиссное решение (ячейки B4 : C4) состоит в выпуске продукции 
[image: image760.wmf]1
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 и 
[image: image761.wmf]2
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 в количествах 29 и 27,5 единицы. Оно обеспечивает предприятию высокую (но не максимальную) общую прибыль, равную 3130 ден.ед., но при этом штраф за простой оборудования уменьшится и составит 601 вместо 960 ден.ед.

Множество точек, неулучшаемых по двум критериям, есть отрезок BC с уравнением 
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. Поскольку 
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, то компромиссное решение (точка К на рис.11) удовлетворяет этому уравнению и, значит, является эффективным по Парето. 
Замечание. Если требуется определить целочисленное решение, то систему ограничений  следует дополнить условием целочисленности ячеек B4 : C4. Тогда наилучшим по двум критериям будет являться решение 
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, которое уже не является эффективным по Парето.

4. Форма отчета

По результатам выполненной лабораторной работы представляется отчет, в котором должны содержаться следующие пункты:

1. Постановка задачи с конкретным содержанием, сформулированным для своего варианта. Исходные данные должны быть представлены в виде табл.2.  

2. Математическую модель в виде двухкритериальной задачи оптимизации. 

3. Допустимая область задачи. Определение оптимального решения по каждому критерию графическим методом. 

4. Множество достижимости, множество Парето, множество Парето-оптимальных точек.

5. Решение задачи отдельно по каждому критерию.

6. Определение компромиссного решения методом уступок. Величину уступки принять равной половине разности между значениями прибыли, полученными в результате оптимизации по каждому критерию.

7. Показать, что компромиссное решение является эффективным по Парето.

8. Выводы по результатам исследований.

5. Задания к лабораторной работе 

Задания приведены на сайте http://gurov.vs58.net/, а вариант определяется в зависимости от номера студента в журнале преподавателя.

6. Литература 

1. С.В.Гуров. Теория системного анализа и принятия решений. Учеб.пособие. – Санкт-Петербург: СПбГЛТА, 2008.

Лабораторная работа 4

ОПТИМИЗАЦИЯ РАСКРОЯ ДРЕВЕСНОСТРУЖЕЧНЫХ ПЛИТ

1. Задание на работу

Древесно-стружечные плиты размером 
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 подлежат раскрою на детали двух типоразмеров: 
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 и 
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. Требуется получить не менее 
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 деталей первого и не менее 
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 деталей второго типоразмера. Определить наилучший план раскроя.

В такой постановке задача является некорректной, поскольку указанное число заготовок может быть получено многими способами и не понятно, какой из способов является более предпочтительным по отношению к другим. Для получения однозначного решения задачи введем следующие критерии оптимальности:
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 – минимальное количество плит, затраченных на раскрой;
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 – минимум суммарной площади отходов;
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 – минимум суммарной длины пропилов; этот критерий может быть важен для экономии электроэнергии при работе станка.

Принятие наилучшего решения зависит от выбранного критерия оптимальности. Для решения данной задачи необходимо выполнить следующие пункты:

1. Разработать возможные варианты (карты) раскроя ДСтП. 

2. Составить математическую модель в виде задачи линейного целочисленного программирования по критерию минимального расхода плит. Решить задачу в Excel.

3. Составить математическую модель в виде задачи линейного целочисленного программирования по критерию минимизации отходов. Решить задачу в Excel.

4. Составить математическую модель в виде задачи линейного целочисленного программирования по критерию минимума суммарной длины пропилов. Решить задачу в Excel.

5. Составить сравнительную таблицу с результатами оптимизации по трем критериям.
6. Показать результаты оптимизации на диаграмме.

2. Сведения из теории
Область математики, занимающаяся исследованием и решением задач нахождения наибольших или наименьших значений функций на конечных (или счетных) множествах, называется дискретным программированием. Наиболее изученными задачами этого раздела являются целочисленные задачи линейного программирования, т.е. задачи линейного программирования, в которых на все переменные или на их часть наложено дополнительное требование целочисленности. Аналогичным образом определяются  целочисленные задачи и для более общих задач оптимального программирования – можно говорить, например, о задачах выпуклого целочисленного программирования и т.д. От целочисленных задач принято отличать так называемые дискретные задачи математического программирования, в которых областью допустимого изменения переменных является не множество целых  неотрицательных чисел, а некоторое произвольное конечное множество. Однако формально такие задачи могут быть сведены к целочисленным. Здесь будут рассматриваться лишь модели линейного целочисленного программирования. 

В моделях линейного целочисленного программирования по сравнению с обычными моделями линейного программирования на все переменные величины 
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 или на некоторые из них налагается требование целочисленности. В первом случае обычно говорят о полностью целочисленных, а во втором - о частично целочисленных задачах.

Значительная часть задач экономического характера требует целочисленности решений. Различают две разновидности моделей задач линейного целочисленного программирования: задачи с неделимостью и задачи с булевыми переменными. К первым относятся модели задач, в которых искомые величины являются  физически неделимыми объектами, как, например, число предприятий, число распределяемых машин, количество единиц неделимой информации и т.п. Модели с булевыми переменными (т.е. переменными, принимающими два значения "0" или "1") охватывают разнообразные оптимальные задачи комбинаторного характера, задачи с дополнительными логическими условиями, которые с помощью искусственно вводимых булевых переменных приводятся к линейным моделям задач целочисленного программирования.

Оптимальное решение, найденное симплексным методом, как правило, не является целочисленным. Округление полученных результатов до ближайших целых чисел допустимо в тех случаях, когда значения переменных, образующих оптимальный план исходной задачи, достаточно велики, и погрешностями округления с практической точки зрения можно пренебречь. Однако, во многих случаях такое округление дает вообще недопустимое решение, а если решение оказывается допустимым, то далеко не лучшим среди целочисленных решений, т.е. не оптимальным. Поэтому для нахождения оптимального целочисленного решения нужны особые методы и алгоритмы.

Методы целочисленной оптимизации можно разделить на три основные группы: методы отсечений, комбинаторные методы и приближенные методы. Название "методы отсечений" связано с тем обстоятельством, что в систему ограничений вводятся дополнительные неравенства, отсекающие некоторые части множества допустимых решений, в которых отсутствуют точки с целочисленными координатами. Комбинаторные методы занимают доминирующее положение в целочисленном программировании. Это методы направленного частичного перебора допустимых решений. Наиболее известным комбинаторным методом является метод ветвей и границ, в котором из рассматриваемой задачи получается две подзадачи путем специального разбиения множества допустимых решений и отбрасывания областей, не содержащих целочисленных решений. Трудности машинной реализации точных методов решения задач целочисленного программирования привели к появлению приближенных методов случайного поиска в сочетании с локальной оптимизацией, а также методов, построенных на использовании особенностей  конкретной задачи.

Среди задач целочисленной оптимизации исключительно важными для практики являются, так называемые, раскройные задачи. В этих задачах требуется наилучшим образом произвести раскрой каких-либо материалов. Это могут быть бревна, брус, прутья, арматура и другие одномерные материалы. Раскрой может быть двумерный или плоский, если требуется раскроить плиты (древесно-стружечные, древесно-волокнистые и пр.), фанеру, стекло, линолеум и другие материалы. Моделирование оптимального раскроя материалов является одним из способов эффективного использования производственных ресурсов предприятия.

3. Пример выполнения работы
Решим задачу плоского раскроя при следующих исходных данных. Древесно-стружечные плиты имеют размер 230см. х 120см., и их необходимо раскроить на детали вида I размером 170см. х 50см. в количестве 89 штук и детали вида II размером 110см. х 65см. в количестве 45 штук. Найти оптимальный план раскроя по трем критериям оптимальности, указанным в задании на контрольную работу.
3.1. Карты раскроя

Возможные варианты (или карты) раскроя древесно-стружечных плит на требуемые детали изобразим на рис. 2.1.
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Рис. 2.1. Карты раскроя ДСП

В табл. 2.1 приведены возможные способы раскроя плит, количество деталей двух типов, полученных от каждого способа раскроя, и потребности в этих деталях.

Т а б л и ц а 2.1
	Детали вида
	Способы (карты) раскроя
	Потребности

в деталях

	
	1
	2
	3
	

	I

II
	2

0
	0

3
	1

2
	89

45

	Число раскраиваемых плит
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3.2. Система ограничений
Введем обозначения. Пусть 


[image: image779.wmf]1
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 – количество плит, которые должны быть раскроены по первой карте;
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 – количество плит, которые должны быть раскроены по второй карте;
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 – количество плит, которые должны быть раскроены по третьей карте.

На основе данных табл. 2.1 получим систему ограничений на требуемое количество деталей. Деталей вида I будет получено 
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 штук, а деталей вида II будет получено 
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 штук. Поэтому должна выполняться система неравенств
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(2.2)

Поскольку число раскроенных плит должно быть целым, то условия неотрицательности и целочисленности неизвестных 
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(2.3)

очевидны. Условия (2.2)-(2.3) представляют собой систему ограничений раскройной задачи.
3.3. Критерий минимизации затраченных плит
Общее число затраченных плит равно сумме числа плит, раскроенных по всем картам. Поэтому из определения функции 
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 следует, что 
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(2.4)

Решение в Excel.

3.4. Критерий минимизации площадей отходов
Определив площадь отходов для каждого варианта раскроя одного листа ДСП, получим 
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м2. Тогда для второго критерия оптимальности целевая функция имеет вид
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(2.5)
3.5. Критерий минимизации суммарной длины пропилов
Длины пропилов для каждого варианта раскроя листа ДСП соответственно равны: 
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м. Поэтому целевая функция для третьего критерия оптимальности оказывается равной
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(2.6)
Системы ограничений (2.2)-(2.3) при этом остаются без изменения. Таким образом, новые модели отличаются от модели (2.2) –(2.4) только целевыми функциями.
3.6. Решение в Excel
Решение всех трех задач оптимизации, полученное в Excel, приведено в табл. 2.2 – 2.4, размещенных на трех листах Excel. Заполнение данных на всех трех листах следующее: 

· помещается пояснительная информация, выделенная серым цветом,

· ячейки B4 : D4 остаются пустыми,

· в блоке ячеек B7 : D8 записываются коэффициенты системы ограничений (10),

· в ячейках E7 : E8 записываются формулы для левых частей системы ограничений,

· в ячейках G7 : G8 помещаются правые части системы ограничений,

· в блоке ячеек B10 : D12 помещаются коэффициены целевых функций (2.4) – (2.6), а в ячейках E10 : E12 – формулы для вычисления значений целевых функций.

Отличие состоит только в указании целевых ячеек при обращении к процедуре «Поиск решения». На листе 1 целевой ячейкой служит E10 (табл. 2.2), на листе 2 – ячейка E11 (табл. 2.3), на листе 3 – ячейка E12 (табл. 2.4). Эти ячейки отмечены справа символом *.  
Т а б л и ц а 2.2

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 1 – общее количество плит

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Число плит
	x1
	x2
	x3
	
	
	

	4
	Значение
	33
	0
	23
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения

	6
	
	 
	 
	 
	Левая часть 
	Знак
	Правая часть

	7
	Детали вида I
	2
	0
	1
	89
	>=
	89

	8
	Детали вида II
	0
	3
	2
	46
	>=
	45

	9
	
	
	
	
	ЦФ
	
	

	10
	z1, шт
	1
	1
	1
	56
	*
	

	11
	z2, м2
	1,06
	0,615
	0,48
	46,02
	
	

	12
	z3, м
	4,6
	5,6
	6,4
	299
	
	


Т а б л и ц а 2.3

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 2 – общая площадь отходов

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Число плит
	x1
	x2
	x3
	
	
	

	4
	Значение
	0
	0
	89
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения

	6
	
	 
	 
	 
	Левая часть 
	Знак
	Правая часть

	7
	Детали вида I
	2
	0
	1
	89
	>=
	89

	8
	Детали вида II
	0
	3
	2
	178
	>=
	45

	9
	
	
	
	
	ЦФ
	
	

	10
	z1, шт
	1
	1
	1
	89
	
	

	11
	z2, м2
	1,06
	0,615
	0,48
	42,72
	*
	

	12
	z3, м
	4,6
	5,6
	6,4
	569,6
	
	


Т а б л и ц а 2.4
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Целевая функция 3 – общая длина пропилов

	2
	
	
	
	
	
	
	

	3
	Число плит
	x1
	x2
	x3
	
	
	

	4
	Значение
	45
	15
	0
	
	
	

	5
	
	
	
	
	Ограничения

	6
	
	 
	 
	 
	Левая часть 
	Знак
	Правая часть

	7
	Детали вида I
	2
	0
	1
	90
	>=
	89

	8
	Детали вида II
	0
	3
	2
	45
	>=
	45

	9
	
	
	
	
	ЦФ
	
	

	10
	z1, шт
	1
	1
	1
	60
	
	

	11
	z2, м2
	1,06
	0,615
	0,48
	56,925
	
	

	12
	z3, м
	4,6
	5,6
	6,4
	291
	*
	


3.7. Сравнение результатов оптимизации для различных критериев
Результаты решения, полученные выше, сведены в табл. 2.5. Их можно поместить в Excel на лист 4. 
Т а б л и ц а 2.5
	Критерий

оптимальности

(на минимум)
	Число раскроенных плит 
	Значения критерия

	
	Карта 1
	Карта 2
	Карта 3
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z
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z
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	Расход плит
	33
	0
	23
	56
	46,02
	299

	Площадь отходов
	0
	0
	89
	89
	42,72
	569,6

	Длина пропилов
	45
	15
	0
	60
	56,925
	291


Как следует из табл. 2.5, наблюдается значительное различие между полученными оптимальными планами для различных критериев оптимальности. Так, например, для второго критерия расход плит может быть превышен по сравнению с оптимальным вариантом более, чем на 
[image: image799.wmf]%
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В рассмотренной задаче отсутствует единственный признак оптимальности, и имеет место «неопределенность» цели.

На рис. 2.2. представлена пространственная диаграмма, характериующая результаты оптимизации по трем критериям. Она строится на основе данных табл. 2.5. Для каждого критерия (им соответствуют строки) на диаграмме изображено количество плит, которое должно быть раскроено по всем картам (им соответствуют столбцы). 
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Рис. 2.2. Отображение результатов оптимизации на диаграмме
4. Содержание отчета по работе

Отчет должен содержать следующие пункты:

· задание на работу с конкретными исходными данными студента,

· карты раскроя плиты на детали,

· математические модели, составленные для каждого критерия оптимальности,

· решение в Excel задач оптимизации для каждого критерия,

· сравнение полученных результатов оптимизации,
· выводы по работе.

Лабораторная работа 5

ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 

1. Задание на работу
Пиловочное сырье, сосредоточенное в трех леспромхозах, необходимо доставить на пять лесозаводов. Запасы груза в пунктах отправления равны соответственно 
[image: image801.wmf]1

a

, 
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 и 
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 единиц. Потребности пунктов назначения составляют соответственно 
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 единиц. При этом суммарный запас груза у поставщиков равен суммарным потребностям: 
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. Затраты на перевозку единицы груза от 
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-го поставщика 
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-му потребителю известны и равны 
[image: image812.wmf]ij
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 руб. Требуется определить оптимальный план перевозок груза, т.е. найти количество груза, которое необходимо перевезти от каждого поставщика каждому потребителю, чтобы все запасы были бы вывезены из пунктов отправления, были бы удовлетворены потребности пунктов назначения и этот план имел бы минимальные затраты на все перевозки. 

Для решения задачи необходимо выполнить следующие пункты:

1. Исходные данные представить в виде таблицы перевозок. 

2. Определить планы перевозок и суммарные затраты тремя методами:

· равномерного заполнения таблицы,

· «северо-западного» угла,

· минимальной стоимости.

3. Составить математическую модель транспортной задачи.

4. Определить оптимальный план перевозок в Excel.
5. Вычислить затраты по оптимальному плану перевозок. Сравнить все планы по критерию суммарных затрат.
6. Изобразить оптимальный план перевозок в виде графа. 

2. Сведения из теории

Планирование перевозок грузов является важной экономической задачей, занимающей ключевое место среди других проблем планирования. Большое значение имеет задача о минимизации транспортных издержек при перевозках однородных грузов из пунктов производства в пункты потребления, например, древесины с нижних складов к деревообрабатывающим предприятиям, строительных материалов с баз на стройплощадки и т.п.

Пусть 
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 единицами некоторого однородного продукта (груза), и этот продукт должен быть доставлен 
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 соответственно. Известны стоимости 
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 перевозки единицы груза от поставщика 
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 потребителю 
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. Следует определить план перевозок, позволяющий вывезти все грузы, полностью удовлетворить потребности и имеющий наименьшие суммарные транспортные затраты.

Модель транспортной задачи называется закрытой (или сбалансированной), если суммарные запасы груза равны суммарным потребностям, т.е.  
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. Если это условие не выполняется, то модель называется открытой (или несбалансированной). Открытая модель легко сводится к закрытой путем введения фиктивного поставщика (если потребности превышают запасы) или фиктивного потребителя (если запасы превышают потребности). Поэтому мы ограничимся рассмотрением только закрытой модели.

План перевозок транспортной задачи можно представить в виде матрицы 
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 – количество единиц груза, перевозимого от поставщика 
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Стоимость перевозки груза от 
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. Следовательно, суммарные транспортные расходы по плану 
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(3.1)

Система ограничений получается из следующих соображений. Все запасы из пункта 
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(3.2)

Все потребности пункта 
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 должны быть удовлетворены, т.е.
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(3.3)

Таким образом, математическая модель транспортной задачи состоит в определении неотрицательного плана перевозок 
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)

ij

x

X

=

, для которого выполняются условия (3.2) и (3.3), а целевая функция (3.1) принимает наименьшее значение. Доказано, что транспортная задача с закрытой моделью всегда разрешима, т.е. она имеет оптимальное решение.

Специфика ограничений транспортной задачи значительно облегчает применение симплексного метода для ее решения. Симплексный метод сводится к методу потенциалов, при использовании которого можно обойтись без составления симплексных таблиц, заменив их таблицами перевозок вида табл. 3.1.

Т а б л и ц а 3.1
	Пункты отправления и запасы груза
	Пункты назначения и потребности
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3. Пример выполнения работы

Предположим, что запасы груза в пунктах отправления равны соответственно 200, 160 и 80 единиц. Потребности пунктов назначения составляют соответственно 120, 100, 110, 70  40 единиц. Затраты на перевозку единицы груза (тарифы) 
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 содержатся в матрице
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3.1. Таблица перевозок 
Имеем транспортную задачу с тремя поставщиками и пятью потребителями, исходные данные которой можно представить в виде табл. 3.2. 

Т а б л и ц а 3.2
	Пункты отправления и запасы груза
	Пункты назначения и потребности
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3.2. Математическая модель 
Определим сначала вид транспортной модели. Для этого вычислим сумарные запасы груза у поставщиков
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Так как 
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, то модель является закрытой, и задача обязательно имеет оптимальное решение.

Суммарные транспортные затраты на перевозки груза от поставщиков к потребителям согласно (3.1) составляют
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(3.4)

Ограничения (3.2) и (3.3) показывают, что все запасы должны быть вывезены от поставщиков
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(3.5)

и должны быть удовлетворены потребности пунктов назначения
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(3.6)

Все поставки груза должны быть неотрицательными
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(3.7)

Соотношения (3.4)-(3.7) обрауют математическую модель транспортной задачи. 

Замечание. Одно из уравнений системы (3.5)-(3.6) следует из остальных уравнений, и его можно опустить. Действительно, если сложить все уравнения (3.5) и из полученной суммы вычесть любые четыре уравнения системы (3.6), то получим пятое уравнение этой системы. Таким образом, одно из уравнений системы ограничений является линейной комбинацией остальных уравнений.
3.3. «Равномерный» план перевозок
В среде Excel на листе 1 в блоке ячеек B2 : F4 поместим тарифы на перевозки из табл. 3.2. Блок ячеек B7 : F9 предусмотрим для записи плана перевозок. В ячейки H7 : H9 запишем запасы груза у поставщиков, а в ячейки B11 : F11 – потребности пунктов назначения. Суммарные затраты на перевозку будем рассчитывать в ячейке G2, в которую поместим формулу

= СУММПРОИЗВ(B2 : F4; B7 : F9). Содержимое этой ячейки сначала равно нулю. Однако, постепенно заполняя ячейки B7 : F9 числами, содержимое ячейки G2 будет меняться в соответствии с формулой (3.2).

Чтобы получить «равномерный» план перевозок, запасы поставщика 
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 разделим примерно поровну между потребителями. В данном случае направим от 
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 каждому потребителю по 
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 ед. груза. Тем самым потребитель 
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 получит груз в нужном объеме, и тогда поставки от других поставщиков будут нулевыми. Распределяя «равномерно» запасы поставщика 
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 между оставшимися потребителями, видим, что каждому следует направить по 40 ед. груза. Однако, потребителю 
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 достаточно направить лишь 30 ед., что и записывается в соответствующей клетке. Остальной груз в объеме 130 ед. распределяем так, как это показано в табл.3.3. В строку, соответствующую поставкам 
[image: image915.wmf]3

A

, поместим остаточные значения объемов груза. 

Т а б л и ц а  3.3
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	
	Тарифы на перевозку груза
	
	

	2
	
	3
	2
	4
	6
	7
	1610
	

	3
	
	2
	3
	1
	2
	6
	
	

	4
	
	5
	4
	7
	6
	8
	
	

	5
	
	"Равномерный" план перевозок
	
	

	6
	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	Запасы

	7
	A1
	40
	40
	40
	40
	40
	
	200

	8
	A2
	40
	40
	50
	30
	0
	
	160

	9
	A3
	40
	20
	20
	0
	0
	
	80

	10
	
	
	
	
	
	
	
	

	11
	Потребности
	120
	100
	110
	70
	40
	
	


После заполнения перевозок в клетке G2 мы автоматически получим суммарные затраты, равные 1610 руб.
3.4. План перевозок, полученный методом «северо-западного» угла
Следующий план перевозок получим в Excel на листе 2. Отличие от предыдущего плана состоит только в заполнении блока ячеек B7 : F9. Поэтому можно скопировать лист 1 на лист 2 и изменить только содержимое указанного блока. В ячейку B7 («северо-западная» клетка) поставим максимально допустимую перевозку, равную 
[image: image916.wmf](
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120

120
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200
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=

. Тогда перевозки в пункт 
[image: image917.wmf]1
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 от других поставщиков должны быть равны нулю. Первый столбец оказался заполненным. Переходим к заполнению следующей «северо-западной» клетки C7, учитывая, что запас поставщика 
[image: image918.wmf]1

A

 уменьшился на 120 и стал равен 80 ед. В ячейку C7 поставим перевозку, равную 
[image: image919.wmf](
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. Тогда перевозки из пункта 
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 остальным потребителям должны быть равны нулю. Первая строка оказалась заполненной. При этом потребность пункта 
[image: image921.wmf]2

B

 уменьшилась на величину 80 ед. и стала равной 20 ед. Продолжая этот процесс дальше, получим план перевозок, представленный в табл. 3.4.
Т а б л и ц а 3.4
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	
	Тарифы на перевозку груза
	
	

	2
	
	3
	2
	4
	6
	7
	1310
	

	3
	
	2
	3
	1
	2
	6
	
	

	4
	
	5
	4
	7
	6
	8
	
	

	5
	
	План по методу «северо-западного» угла
	
	

	6
	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	Запасы

	7
	A1
	120
	80
	0
	0
	0
	
	200

	8
	A2
	0
	20
	110
	30
	0
	
	160

	9
	A3
	0
	0
	0
	40
	40
	
	80

	10
	
	
	
	
	
	
	
	

	11
	Потребности
	120
	100
	110
	70
	40
	
	


После заполнения перевозок методом «северо-западного» угла в клетке G2 получим суммарные затраты для этого плана, равные 1310 руб.
3.5. План перевозок, полученный методом минимальной стоимости 
На листе 3 составим план перевозок методом минимальной стоимости. Отличие от предыдущих планов состоит только в заполнении блока ячеек B7 : F9. Заполнение плана перевозок начнем с ячейки, имеющей минимальную стоимость, а именно, с ячейки D8, в которой тариф (ячейка D3) равен 1. В ячейку D8 поместим максимально допустимую перевозку, равную 
[image: image922.wmf](
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110

110
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160

min

=

. Поскольку потребность пункта 
[image: image923.wmf]3

B

 будет удовлетворена, то перевозки в этот пункт от других поставщиков будут равны нулю. Тем самым оказывается заполненным третий столбец, а запас поставщика 
[image: image924.wmf]2

A

 уменьшится на 110 и составит 160 – 110 = 50 ед. Из оставшихся незаполненных ячеек выбираем новую ячейку с минимальной стоимостью. Пусть это будет C7, у которой тариф равен 2. В ячейку C7 поместим перевозку, равную 
[image: image925.wmf](
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100
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 ед., и тогда в ячейки C8 – C9 ставим нулевые перевозки. Заполненным оказывается второй столбец, а запас поставщика 
[image: image926.wmf]1

A

 уменьшится на 100 ед. и составит 200 – 100 = 100 ед.
Продолжая этот процесс дальше, получим план перевозок, представленный в табл. 3.5.
Т а б л и ц а 3.5
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	
	Тарифы на перевозку груза
	
	

	2
	
	3
	2
	4
	6
	7
	1360
	

	3
	
	2
	3
	1
	2
	6
	
	

	4
	
	5
	4
	7
	6
	8
	
	

	5
	
	План по методу минимальной стоимости
	
	

	6
	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	Запасы

	7
	A1
	70
	100
	0
	30
	0
	
	200

	8
	A2
	50
	0
	110
	0
	0
	
	160

	9
	A3
	0
	0
	0
	40
	40
	
	80

	10
	
	
	
	
	
	
	
	

	11
	Потребности
	120
	100
	110
	70
	40
	
	


После заполнения перевозок методом минимальной стоимости в клетке G2 получим суммарные затраты для этого плана, равные 1360 руб.
3.6. Определение оптимального плана перевозок 
Планы перевозок груза, полученные ранее и содержащиеся в табл. 3.3-3.5, образованы без привлечения надлежащего математического аппарата, и потому, вряд ли являются оптимальными. Лучшим, т.е. наиболее близким к оптимальному, из трех рассмотренных планов является в данном случае план, полученный методом «северо-западного» угла, так как суммарные затраты по нему наименьшие и составляют 1310 руб. 

Оптимальный план перевозок определим в Excel на листе 4 с помощью процедуры «Поиск решения». Скопируем один из предыдущих листов на лист 4 и дополним его двумя графами. В блок ячеек G7 : G9 поместим левые части системы (3.5). Для этого в ячейку G7 поместим формулу
= СУММ(B7 : F7),

которую протянем на ячейки G8 и G9. В блок ячеек B10 : F10 поместим левые части системы (3.6). Для этого в ячейку B10 поместим формулу
= СУММ(B7 : B9),

которую протянем на блок ячеек C10 : F10. Чтобы определить оптимальный план перевозок, следует обратиться к процедуре «Поиск решения», как показано на рис. 3.1.
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Рис.3.1. Обращение к процедуре «Поиск решения» в транспортной задаче

Согласно сделанному выше замечанию, последнее уравнение системы (3.6) опущено. Кроме того, если будет получено не целочисленное решение, то можно ввести дополнительное ограничение на целочисленность.  Результаты оптимизации представлены табл. 3.6.
Т а б л и ц а 3.6
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	
	Тарифы на перевозку груза
	
	

	2
	
	3
	2
	4
	6
	7
	1250
	

	3
	
	2
	3
	1
	2
	6
	
	

	4
	
	5
	4
	7
	6
	8
	
	

	5
	
	Оптимальный план перевозок
	
	

	6
	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	
	Запасы

	7
	A1
	120
	80
	0
	0
	0
	200
	200

	8
	A2
	0
	0
	110
	50
	0
	160
	160

	9
	A3
	0
	20
	0
	20
	40
	80
	80

	10
	
	120
	100
	110
	70
	40
	
	

	11
	Потребности
	120
	100
	110
	70
	40
	
	


В ячейке G2 находятся минимальные суммарные затраты для оптимального плана перевозок, составляющие 1250 руб.
3.7. Граф перевозок 
На основании оптимального плана изображен граф перевозок в виде рис. 3.2. На графе представлены направления перевозок груза и оптимальные объемы перевозок.

Рис. 3.2. Граф перевозок для оптимального плана

4. Содержание отчета по работе

Отчет должен содержать следующие пункты:

· задание на работу с конкретными исходными данными студента,
· математическая модель транспортной задачи для конкретных данных студента,

· «равномерный» план перевозок, суммарные затраты на перевозки,

· план перевозок, полученный методом «северо-западного» угла, суммарные затраты на перевозки,

· план перевозок, полученный методом минимальной стоимости, суммарные затраты на перевозки,

· оптимальный план перевозок, суммарные затраты на перевозки,

· граф перевозок, построенный для оптимального плана,
· выводы по работе.
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Лист1

		lam		6.07				Решение системы алгебраических уравнений

		mu		3.1				p0		p1		p2		p3		p4

						0.6556121		0.116423		0.227965		0.223185		0.218505		0.213923						0.6556131

								-6.07		3.1		0		0		0		0.0000000417		0

								6.07		-9.17		6.2		0		0		0.00000004		0

								0		6.07		-12.27		6.2		0		0.0000001047		0

								0		0		6.07		-12.27		6.2		0.0000001025		0

								1		1		1		1		1		1.000001

								0.567573		0.6463519339												1.5391907022

																						0.4608112978





Лист2

		lam		6.07		Решение системы дифференциальных уравнений

		mu		3.1		t		p0		p1		p2		p3		p4				k1		k2

		h		0.05		0.0000000		1		0		0		0		0		1		0		1.0000000

						0.0500000		0.6965		0.3035		0		0		0		1		0.15175		0.8482500

						0.1000000		0.53215475		0.375733		0.09211225		0		0		1		0.27997875		0.7200213

						0.1500000		0.4288843984		0.3935231836		0.1496363501		0.0279560679		0		1		0.3743540098		0.6256460

						0.2000000		0.3597140769		0.3896464874		0.1859351166		0.0562196525		0.0084846666		1		0.4454626794		0.5545373

						0.2500000		0.3109360601		0.3778066814		0.2075497238		0.0807904502		0.0229170845		1		0.5001605992		0.4998394

						0.3000000		0.2751270015		0.3632918266		0.2199273356		0.1013211464		0.0403326899		1		0.5432270852		0.4567729

						0.3500000		0.2479361897		0.3484010431		0.22667054		0.1184117033		0.058580524		1		0.5778632888		0.4221367

						0.4000000		0.2266897178		0.3341756658		0.2300555083		0.1327205946		0.0763585135		1		0.6062224493		0.3937776				0.116423		0.227965		0.223185		0.218505		0.213923

						0.4500000		0.2096866166		0.3210736599		0.2314821529		0.1447894958		0.0929680748		1		0.6297765534		0.3702234

						0.5000000		0.1958131458		0.3092607424		0.2317984516		0.1550360767		0.1080915836		1		0.649556483		0.3504435

						0.5500000		0.1843192711		0.2987515017		0.2315119206		0.1637806646		0.1216366419		1		0.666304978		0.3336950

						0.6000000		0.1746848551		0.2894835324		0.2309224441		0.1712724538		0.1336367146		1		0.6805733787		0.3194266

						0.6500000		0.1665379491		0.281358144		0.2302042374		0.1777091467		0.1441905228		1		0.6927829789		0.3072170

						0.7000000		0.1596041939		0.2742630161		0.2294559699		0.1832506333		0.1534261868		1		0.7032642981		0.2967357

						0.7500000		0.1536750885		0.2680846467		0.2287312541		0.1880283746		0.1614806361		1		0.7122825881		0.2877174

						0.8000000		0.1485878194		0.2627149143		0.2280571161		0.1921518996		0.1684882506		1		0.7200547234		0.2799453

						0.8500000		0.1442122279		0.2580542353		0.2274451407		0.1957134016		0.1745749944		1		0.7267606544		0.2732393

						0.9000000		0.1404422232		0.2540127732		0.2268981618		0.1987910782		0.1798557635		1		0.7325513902		0.2674486

						0.9500000		0.1371899883		0.2505105616		0.2264142505		0.2014516305		0.1844335691		1		0.7375547309		0.2624453

						1.0000000		0.1343819639		0.2474770482		0.2259890687		0.2037521866		0.1883997325		1		0.741879512		0.2581205

						1.0500000		0.1319559803		0.244850359		0.225617237		0.2057418196		0.1918346041		1		0.7456188402		0.2543812

						1.1000000		0.1298591459		0.2425764529		0.2252931101		0.207462772		0.1948085191		1		0.7488526276		0.2511474

						1.1500000		0.1280462453		0.2406082642		0.2250111998		0.2089514612		0.1973828294		1		0.7516496226		0.2483504

						1.2000000		0.1264784908		0.2389048825		0.2247663899		0.210239316		0.1996109208		1		0.7540690679		0.2459309

						1.2500000		0.1251225256		0.2374307967		0.2245540295		0.2113534804		0.2015391678		1		0.756162076		0.2438379

						1.3000000		0.1239496126		0.2361552121		0.2243699581		0.2123174101		0.2032078071		1		0.7579727814		0.2420272

						1.3500000		0.122934963		0.2350514418		0.2242104928		0.2131513815		0.2046517209		1		0.7595393161		0.2404607

						1.4000000		0.1220571752		0.2340963698		0.2240723963		0.213872927		0.2059011317		1		0.7608946399		0.2391054

						1.4500000		0.1212977599		0.2332699798		0.2239528368		0.2144972094		0.2069822142		1		0.7620672502		0.2379327

						1.5000000		0.1206407366		0.2325549436		0.2238493452		0.2150373438		0.2079176308		1		0.7630817916		0.2369182

						1.5500000		0.1200722893		0.2319362625		0.2237597739		0.2155046752		0.2087269991		1		0.7639595794		0.2360404

						1.6000000		0.1195804702		0.2314009559		0.2236822576		0.2159090181		0.2094272983		1		0.7647190519		0.2352809

						1.6500000		0.1191549456		0.2309377901		0.2236151783		0.2162588631		0.2100332228		1		0.7653761593		0.2346238

						1.7000000		0.1187867771		0.2305370446		0.2235571333		0.2165615563		0.2105574887		1		0.7659447006		0.2340553

						1.7500000		0.1184682322		0.2301903078		0.2235069075		0.2168234529		0.2110110995		1		0.7664366139		0.2335634

						1.8000000		0.1181926214		0.2298903015		0.2234634486		0.2170500518		0.2114035766		1		0.7668622278		0.2331378

						1.8500000		0.1179541576		0.2296307279		0.2234258455		0.2172461104		0.2117431586		1		0.7672304785		0.2327695

						1.9000000		0.1177478336		0.2294061381		0.2233933094		0.217415745		0.212036974		1		0.7675490974		0.2324509

						1.9500000		0.1175693175		0.2292118172		0.2233651579		0.2175625168		0.2122911906		1		0.7678247739		0.2321752

						2.0000000		0.1174148613		0.2290436858		0.2233408003		0.2176895073		0.2125111454		1		0.7680632958		0.2319367
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Диаграмма1

		0		0		0		0		0

		0.05		0.05		0.05		0.05		0.05

		0.1		0.1		0.1		0.1		0.1

		0.15		0.15		0.15		0.15		0.15

		0.2		0.2		0.2		0.2		0.2

		0.25		0.25		0.25		0.25		0.25

		0.3		0.3		0.3		0.3		0.3

		0.35		0.35		0.35		0.35		0.35

		0.4		0.4		0.4		0.4		0.4

		0.45		0.45		0.45		0.45		0.45

		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5

		0.55		0.55		0.55		0.55		0.55

		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6

		0.65		0.65		0.65		0.65		0.65

		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7

		0.75		0.75		0.75		0.75		0.75

		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8

		0.85		0.85		0.85		0.85		0.85

		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9

		0.95		0.95		0.95		0.95		0.95

		1		1		1		1		1

		1.05		1.05		1.05		1.05		1.05

		1.1		1.1		1.1		1.1		1.1

		1.15		1.15		1.15		1.15		1.15

		1.2		1.2		1.2		1.2		1.2

		1.25		1.25		1.25		1.25		1.25

		1.3		1.3		1.3		1.3		1.3

		1.35		1.35		1.35		1.35		1.35

		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4

		1.45		1.45		1.45		1.45		1.45

		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5

		1.55		1.55		1.55		1.55		1.55

		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6

		1.65		1.65		1.65		1.65		1.65

		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7

		1.75		1.75		1.75		1.75		1.75

		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8

		1.85		1.85		1.85		1.85		1.85

		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9

		1.95		1.95		1.95		1.95		1.95

		2		2		2		2		2



p0(t)

p1(t)

p2(t)

p3(t)

p4(t)

Время

Вероятности

1

0

0

0

0

0.6965

0.3035

0

0

0

0.53215475

0.375733

0.09211225

0

0

0.4288843984

0.3935231836

0.1496363501

0.0279560679

0

0.3597140769

0.3896464874

0.1859351166

0.0562196525

0.0084846666

0.3109360601

0.3778066814

0.2075497238

0.0807904502

0.0229170845

0.2751270015

0.3632918266

0.2199273356

0.1013211464

0.0403326899

0.2479361897

0.3484010431

0.22667054

0.1184117033

0.058580524

0.2266897178

0.3341756658

0.2300555083

0.1327205946

0.0763585135

0.2096866166

0.3210736599

0.2314821529

0.1447894958

0.0929680748

0.1958131458

0.3092607424

0.2317984516

0.1550360767

0.1080915836

0.1843192711

0.2987515017

0.2315119206

0.1637806646

0.1216366419

0.1746848551

0.2894835324

0.2309224441

0.1712724538

0.1336367146

0.1665379491

0.281358144

0.2302042374

0.1777091467

0.1441905228

0.1596041939

0.2742630161

0.2294559699

0.1832506333

0.1534261868

0.1536750885

0.2680846467

0.2287312541

0.1880283746

0.1614806361

0.1485878194

0.2627149143

0.2280571161

0.1921518996

0.1684882506

0.1442122279

0.2580542353

0.2274451407

0.1957134016

0.1745749944

0.1404422232

0.2540127732

0.2268981618

0.1987910782

0.1798557635

0.1371899883

0.2505105616

0.2264142505

0.2014516305
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0.1343819639
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0.1251225256
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0.2245540295

0.2113534804

0.2015391678

0.1239496126

0.2361552121

0.2243699581

0.2123174101

0.2032078071

0.122934963

0.2350514418

0.2242104928

0.2131513815

0.2046517209

0.1220571752

0.2340963698

0.2240723963

0.213872927

0.2059011317

0.1212977599

0.2332699798

0.2239528368

0.2144972094

0.2069822142

0.1206407366

0.2325549436

0.2238493452

0.2150373438

0.2079176308

0.1200722893

0.2319362625

0.2237597739

0.2155046752

0.2087269991

0.1195804702

0.2314009559

0.2236822576

0.2159090181

0.2094272983
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0.2309377901
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0.2162588631
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0.2235571333
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0.1181926214

0.2298903015

0.2234634486

0.2170500518

0.2114035766

0.1179541576

0.2296307279

0.2234258455

0.2172461104

0.2117431586

0.1177478336

0.2294061381

0.2233933094

0.217415745

0.212036974

0.1175693175
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0.2175625168

0.2122911906
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0.2290436858
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0.2176895073
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Лист1

		lam		6.07				Решение системы алгебраических уравнений

		mu		3.1				p0		p1		p2		p3		p4

						0.6556121		0.116423		0.227965		0.223185		0.218505		0.213923						0.6556131

								-6.07		3.1		0		0		0		0.0000000417		0

								6.07		-9.17		6.2		0		0		0.00000004		0

								0		6.07		-12.27		6.2		0		0.0000001047		0

								0		0		6.07		-12.27		6.2		0.0000001025		0

								1		1		1		1		1		1.000001

								0.567573		0.6463519339												1.5391907022

																						0.4608112978





Лист2

		lam		6.07				Решение системы дифференциальных уравнений

		mu		3.1		t		p0		p1		p2		p3		p4

		h		0.05		0.0000000		1		0		0		0		0		1

						0.0500000		0.6965		0.3035		0		0		0		1

						0.1000000		0.53215475		0.375733		0.09211225		0		0		1

						0.1500000		0.4288843984		0.3935231836		0.1496363501		0.0279560679		0		1

						0.2000000		0.3597140769		0.3896464874		0.1859351166		0.0562196525		0.0084846666		1

						0.2500000		0.3109360601		0.3778066814		0.2075497238		0.0807904502		0.0229170845		1

						0.3000000		0.2751270015		0.3632918266		0.2199273356		0.1013211464		0.0403326899		1

						0.3500000		0.2479361897		0.3484010431		0.22667054		0.1184117033		0.058580524		1

						0.4000000		0.2266897178		0.3341756658		0.2300555083		0.1327205946		0.0763585135		1								0.116423		0.227965		0.223185		0.218505		0.213923

						0.4500000		0.2096866166		0.3210736599		0.2314821529		0.1447894958		0.0929680748		1

						0.5000000		0.1958131458		0.3092607424		0.2317984516		0.1550360767		0.1080915836		1

						0.5500000		0.1843192711		0.2987515017		0.2315119206		0.1637806646		0.1216366419		1

						0.6000000		0.1746848551		0.2894835324		0.2309224441		0.1712724538		0.1336367146		1

						0.6500000		0.1665379491		0.281358144		0.2302042374		0.1777091467		0.1441905228		1

						0.7000000		0.1596041939		0.2742630161		0.2294559699		0.1832506333		0.1534261868		1

						0.7500000		0.1536750885		0.2680846467		0.2287312541		0.1880283746		0.1614806361		1

						0.8000000		0.1485878194		0.2627149143		0.2280571161		0.1921518996		0.1684882506		1

						0.8500000		0.1442122279		0.2580542353		0.2274451407		0.1957134016		0.1745749944		1

						0.9000000		0.1404422232		0.2540127732		0.2268981618		0.1987910782		0.1798557635		1

						0.9500000		0.1371899883		0.2505105616		0.2264142505		0.2014516305		0.1844335691		1

						1.0000000		0.1343819639		0.2474770482		0.2259890687		0.2037521866		0.1883997325		1

						1.0500000		0.1319559803		0.244850359		0.225617237		0.2057418196		0.1918346041		1

						1.1000000		0.1298591459		0.2425764529		0.2252931101		0.207462772		0.1948085191		1

						1.1500000		0.1280462453		0.2406082642		0.2250111998		0.2089514612		0.1973828294		1

						1.2000000		0.1264784908		0.2389048825		0.2247663899		0.210239316		0.1996109208		1

						1.2500000		0.1251225256		0.2374307967		0.2245540295		0.2113534804		0.2015391678		1

						1.3000000		0.1239496126		0.2361552121		0.2243699581		0.2123174101		0.2032078071		1

						1.3500000		0.122934963		0.2350514418		0.2242104928		0.2131513815		0.2046517209		1

						1.4000000		0.1220571752		0.2340963698		0.2240723963		0.213872927		0.2059011317		1

						1.4500000		0.1212977599		0.2332699798		0.2239528368		0.2144972094		0.2069822142		1

						1.5000000		0.1206407366		0.2325549436		0.2238493452		0.2150373438		0.2079176308		1

						1.5500000		0.1200722893		0.2319362625		0.2237597739		0.2155046752		0.2087269991		1

						1.6000000		0.1195804702		0.2314009559		0.2236822576		0.2159090181		0.2094272983		1

						1.6500000		0.1191549456		0.2309377901		0.2236151783		0.2162588631		0.2100332228		1

						1.7000000		0.1187867771		0.2305370446		0.2235571333		0.2165615563		0.2105574887		1

						1.7500000		0.1184682322		0.2301903078		0.2235069075		0.2168234529		0.2110110995		1

						1.8000000		0.1181926214		0.2298903015		0.2234634486		0.2170500518		0.2114035766		1

						1.8500000		0.1179541576		0.2296307279		0.2234258455		0.2172461104		0.2117431586		1

						1.9000000		0.1177478336		0.2294061381		0.2233933094		0.217415745		0.212036974		1

						1.9500000		0.1175693175		0.2292118172		0.2233651579		0.2175625168		0.2122911906		1

						2.0000000		0.1174148613		0.2290436858		0.2233408003		0.2176895073		0.2125111454		1

						2.0500000		0.1172812222		0.2288982144		0.2233197252		0.2177993825		0.2127014558		1

						2.1000000		0.1171655945		0.2287723488		0.2233014904		0.2178944492		0.2128661171		1

						2.1500000		0.1170655506		0.2286634468		0.2232857132		0.2179767033		0.2130085861		1

						2.2000000		0.1169789903		0.2285692222		0.2232720623		0.2180478715		0.2131318539		1

						2.2500000		0.1169040962		0.2284876966		0.2232602511		0.2181094479		0.2132385081		1

						2.3000000		0.116839296		0.2284171588		0.2232500319		0.2181627254		0.2133307881		1

						2.3500000		0.1167832292		0.2283561277		0.2232411899		0.2182088223		0.2134106309		1

						2.4000000		0.116734719		0.2283033221		0.2232335395		0.2182487065		0.2134797129		1

						2.4500000		0.1166927467		0.2282576334		0.2232269203		0.2182832153		0.2135394843		1

						2.5000000		0.1166564312		0.2282181024		0.2232211932		0.2183130732		0.2135912		1

						2.5500000		0.1166250102		0.2281838992		0.2232162379		0.2183389069		0.2136359457		1

						2.6000000		0.116597824		0.2281543058		0.2232119505		0.2183612589		0.2136746608		1

						2.6500000		0.1165743018		0.2281287008		0.2232082409		0.2183805984		0.213708158		1

						2.7000000		0.1165539498		0.2281065468		0.2232050313		0.2183973314		0.2137371407		1

						2.7500000		0.1165363408		0.2280873786		0.2232022543		0.2184118092		0.2137622171		1

						2.8000000		0.1165211051		0.2280707938		0.2231998515		0.2184243357		0.2137839139		1

						2.8500000		0.1165079227		0.2280564442		0.2231977726		0.218435174		0.2138026865		1

						2.9000000		0.116496517		0.2280440286		0.2231959739		0.2184445516		0.213818929		1

						2.9500000		0.1164866485		0.2280332863		0.2231944176		0.2184526652		0.2138329824		1

						3.0000000		0.1164781101		0.2280239918		0.223193071		0.2184596854		0.2138451418		1

						3.0500000		0.1164707224		0.22801595		0.2231919059		0.2184657594		0.2138556623		1

						3.1000000		0.1164643304		0.228008992		0.2231908979		0.2184710148		0.213864765		1

						3.1500000		0.1164587999		0.2280029718		0.2231900257		0.2184755619		0.2138726408		1

						3.2000000		0.1164540147		0.2279977629		0.223189271		0.2184794961		0.2138794552		1

						3.2500000		0.1164498745		0.2279932561		0.2231886181		0.2184829001		0.2138853511		1

						3.3000000		0.1164462923		0.2279893567		0.2231880532		0.2184858453		0.2138904525		1

						3.3500000		0.1164431929		0.2279859829		0.2231875644		0.2184883936		0.2138948663		1

						3.4000000		0.1164405112		0.2279830637		0.2231871414		0.2184905985		0.2138986852		1

						3.4500000		0.1164381909		0.227980538		0.2231867755		0.2184925061		0.2139019894		1

						3.5000000		0.1164361834		0.2279783527		0.2231864589		0.2184941567		0.2139048483		1

						3.5500000		0.1164344464		0.2279764619		0.223186185		0.2184955848		0.2139073219		1

						3.6000000		0.1164329435		0.2279748259		0.223185948		0.2184968205		0.2139094621		1

						3.6500000		0.1164316432		0.2279734105		0.2231857429		0.2184978896		0.2139113139		1

						3.7000000		0.1164305181		0.2279721858		0.2231855655		0.2184988146		0.2139129161		1

						3.7500000		0.1164295446		0.2279711261		0.223185412		0.2184996149		0.2139143023		1

						3.8000000		0.1164287024		0.2279702093		0.2231852791		0.2185003074		0.2139155017		1

						3.8500000		0.1164279737		0.2279694161		0.2231851642		0.2185009066		0.2139165395		1

						3.9000000		0.1164273431		0.2279687297		0.2231850648		0.218501425		0.2139174374		1

						3.9500000		0.1164267976		0.2279681359		0.2231849787		0.2185018735		0.2139182143		1

						4.0000000		0.1164263256		0.2279676221		0.2231849043		0.2185022616		0.2139188865		1

						4.0500000		0.1164259172		0.2279671775		0.2231848399		0.2185025974		0.2139194681		1

						4.1000000		0.1164255638		0.2279667928		0.2231847842		0.2185028879		0.2139199713		1

						4.1500000		0.1164252581		0.22796646		0.223184736		0.2185031393		0.2139204066		1

						4.2000000		0.1164249936		0.2279661721		0.2231846942		0.2185033567		0.2139207833		1

						4.2500000		0.1164247647		0.227965923		0.2231846581		0.2185035449		0.2139211093		1

						4.3000000		0.1164245667		0.2279657074		0.2231846269		0.2185037077		0.2139213913		1

						4.3500000		0.1164243953		0.2279655209		0.2231845999		0.2185038486		0.2139216353		1

						4.4000000		0.1164242471		0.2279653595		0.2231845765		0.2185039705		0.2139218464		1

						4.4500000		0.1164241188		0.2279652199		0.2231845563		0.218504076		0.2139220291		1

						4.5000000		0.1164240078		0.2279650991		0.2231845388		0.2185041672		0.2139221871		1

						4.5500000		0.1164239118		0.2279649946		0.2231845236		0.2185042461		0.2139223238		1

						4.6000000		0.1164238287		0.2279649041		0.2231845105		0.2185043145		0.2139224422		1

						4.6500000		0.1164237569		0.2279648259		0.2231844992		0.2185043736		0.2139225445		1

						4.7000000		0.1164236947		0.2279647582		0.2231844894		0.2185044247		0.2139226331		1

						4.7500000		0.1164236408		0.2279646996		0.2231844809		0.2185044689		0.2139227097		1

						4.8000000		0.1164235943		0.2279646489		0.2231844736		0.2185045072		0.213922776		1

						4.8500000		0.116423554		0.2279646051		0.2231844672		0.2185045403		0.2139228334		1

						4.9000000		0.1164235191		0.2279645671		0.2231844617		0.218504569		0.213922883		1

						4.9500000		0.116423489		0.2279645343		0.223184457		0.2185045938		0.213922926		1

						5.0000000		0.1164234629		0.2279645059		0.2231844528		0.2185046152		0.2139229631		1

						5.0500000		0.1164234403		0.2279644813		0.2231844493		0.2185046338		0.2139229953		1

						5.1000000		0.1164234208		0.22796446		0.2231844462		0.2185046499		0.2139230231		1

						5.1500000		0.1164234039		0.2279644416		0.2231844435		0.2185046638		0.2139230472		1

						5.2000000		0.1164233893		0.2279644257		0.2231844412		0.2185046758		0.213923068		1

						5.2500000		0.1164233766		0.2279644119		0.2231844392		0.2185046862		0.213923086		1

						5.3000000		0.1164233657		0.2279644		0.2231844375		0.2185046952		0.2139231016		1

						5.3500000		0.1164233562		0.2279643897		0.223184436		0.218504703		0.2139231151		1

						5.4000000		0.116423348		0.2279643808		0.2231844347		0.2185047097		0.2139231268		1

						5.4500000		0.1164233409		0.2279643731		0.2231844336		0.2185047155		0.2139231369		1

						5.5000000		0.1164233348		0.2279643664		0.2231844326		0.2185047206		0.2139231456		1

						5.5500000		0.1164233295		0.2279643606		0.2231844318		0.218504725		0.2139231532		1

						5.6000000		0.1164233249		0.2279643556		0.2231844311		0.2185047287		0.2139231597		1

						5.6500000		0.1164233209		0.2279643513		0.2231844304		0.218504732		0.2139231654		1

						5.7000000		0.1164233175		0.2279643476		0.2231844299		0.2185047348		0.2139231703		1

						5.7500000		0.1164233145		0.2279643443		0.2231844294		0.2185047373		0.2139231745		1

						5.8000000		0.1164233119		0.2279643415		0.223184429		0.2185047394		0.2139231782		1

						5.8500000		0.1164233097		0.2279643391		0.2231844287		0.2185047412		0.2139231813		1

						5.9000000		0.1164233077		0.227964337		0.2231844284		0.2185047428		0.2139231841		1

						5.9500000		0.1164233061		0.2279643352		0.2231844281		0.2185047442		0.2139231865		1

						6.0000000		0.1164233046		0.2279643336		0.2231844279		0.2185047454		0.2139231885		1

						6.0500000		0.1164233034		0.2279643323		0.2231844277		0.2185047464		0.2139231903		1

						6.1000000		0.1164233023		0.2279643311		0.2231844275		0.2185047473		0.2139231918		1

						6.1500000		0.1164233014		0.2279643301		0.2231844274		0.218504748		0.2139231932		1

						6.2000000		0.1164233006		0.2279643292		0.2231844272		0.2185047487		0.2139231943		1

						6.2500000		0.1164232999		0.2279643284		0.2231844271		0.2185047493		0.2139231953		1

						6.3000000		0.1164232993		0.2279643278		0.223184427		0.2185047498		0.2139231962		1

						6.3500000		0.1164232987		0.2279643272		0.223184427		0.2185047502		0.2139231969		1

						6.4000000		0.1164232983		0.2279643267		0.2231844269		0.2185047506		0.2139231976		1

						6.4500000		0.1164232979		0.2279643263		0.2231844268		0.2185047509		0.2139231981		1

						6.5000000		0.1164232976		0.2279643259		0.2231844268		0.2185047512		0.2139231986		1

						6.5500000		0.1164232973		0.2279643256		0.2231844267		0.2185047514		0.213923199		1

						6.6000000		0.116423297		0.2279643253		0.2231844267		0.2185047516		0.2139231994		1

						6.6500000		0.1164232968		0.2279643251		0.2231844266		0.2185047518		0.2139231997		1

						6.7000000		0.1164232966		0.2279643249		0.2231844266		0.218504752		0.2139232		1

						6.7500000		0.1164232964		0.2279643247		0.2231844266		0.2185047521		0.2139232002		1

						6.8000000		0.1164232963		0.2279643245		0.2231844266		0.2185047522		0.2139232004		1

						6.8500000		0.1164232962		0.2279643244		0.2231844266		0.2185047523		0.2139232006		1

						6.9000000		0.1164232961		0.2279643243		0.2231844265		0.2185047524		0.2139232007		1

						6.9500000		0.116423296		0.2279643242		0.2231844265		0.2185047525		0.2139232009		1

						7.0000000		0.1164232959		0.2279643241		0.2231844265		0.2185047525		0.213923201		1

						7.0500000		0.1164232958		0.227964324		0.2231844265		0.2185047526		0.2139232011		1

						7.1000000		0.1164232958		0.2279643239		0.2231844265		0.2185047527		0.2139232012		1

						7.1500000		0.1164232957		0.2279643239		0.2231844265		0.2185047527		0.2139232012		1

						7.2000000		0.1164232957		0.2279643238		0.2231844265		0.2185047527		0.2139232013		1

						7.2500000		0.1164232956		0.2279643238		0.2231844265		0.2185047528		0.2139232013		1

						7.3000000		0.1164232956		0.2279643238		0.2231844265		0.2185047528		0.2139232014		1

						7.3500000		0.1164232956		0.2279643237		0.2231844265		0.2185047528		0.2139232014		1

						7.4000000		0.1164232955		0.2279643237		0.2231844265		0.2185047528		0.2139232015		1

						7.4500000		0.1164232955		0.2279643237		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232015		1

						7.5000000		0.1164232955		0.2279643237		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232015		1

						7.5500000		0.1164232955		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232015		1

						7.6000000		0.1164232955		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232016		1

						7.6500000		0.1164232955		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232016		1

						7.7000000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232016		1

						7.7500000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232016		1

						7.8000000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232016		1

						7.8500000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232016		1

						7.9000000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232016		1

						7.9500000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232016		1

						8.0000000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232017		1

						8.0500000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.2185047529		0.2139232017		1

						8.1000000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.1500000		0.1164232954		0.2279643236		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						8.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						9.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						10.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						11.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						12.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						13.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						14.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						15.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						16.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						17.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						18.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						19.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						20.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						21.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						22.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						23.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.0500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.1000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.1500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.2000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.2500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.3000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.3500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.4000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.4500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.5000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.5500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.6000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.6500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.7000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.7500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.8000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.8500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.9000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						24.9500000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1

						25.0000000		0.1164232954		0.2279643235		0.2231844264		0.218504753		0.2139232017		1
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_1392998668.unknown

_1392998263.unknown

_1392998294.unknown

_1392998306.unknown

_1392998484.unknown

_1392998264.unknown

_1392997791.unknown

_1392997716.unknown

_1392997782.unknown

_1392997378.unknown

_1392997416.unknown

_1392997357.unknown

_1392995769.unknown

_1392997125.unknown

_1392997262.unknown

_1392997306.unknown

_1392997319.unknown

_1392997293.unknown

_1392997191.unknown

_1392997226.unknown

_1392997156.unknown

_1392997166.unknown

_1392996165.unknown

_1392996204.unknown

_1392996232.unknown

_1392996191.unknown

_1392996122.unknown

_1392996143.unknown

_1392996092.unknown

_1390475815.unknown

_1392995565.unknown

_1392995712.unknown

_1392995759.unknown

_1392995728.unknown

_1392995628.unknown

_1392995685.unknown

_1392995595.unknown

_1392995460.unknown

_1392995506.unknown

_1392995540.unknown

_1392995276.unknown

_1385728425.unknown

_1385728563.unknown

_1385729422.xls
Диаграмма1

		2393		2173.0550871645

		3260		3490.163082196

		3155		3147.7721213026

		2471		2677.5334015113

		2593		2537.7667702608

		2627		2653.5873125834

		3593		3652.8276406375

		3879		3943.7035047403

		2118		2263.6695734349

		2980		2599.0825292647

		3688		3772.4924224376

		3629		4061.6316464812

		3795		3699.492475511

		4539		4131.1558886952

		3453		3666.0600182779

		3839		3926.1875662299

		4052		3848.6633185747

		4041		3895.8600297097

		3762		3714.4539120722

		3634		3776.060386293

		4134		3856.4886023173

		3643		3649.6133401464

		4311		3975.9321631729

		2325		2464.6702176467

		2919		3003.1121957202

		3129		2954.8994529988

		2275		2255.3262181038

		3057		3196.9174104317

		2609		2588.6310804114

		3053		3318.5461932509

		2646		2545.8357440521

		2972		3087.0608496768

		2676		2647.6659802128

		2998		3070.1368702666

		2625		2836.2924816988

		3448		3646.0281637383

		3384		3192.2114309311

		3886		4140.272016046

		3921		3891.265843534

		2824		2630.9203578981

		4252		4117.9228224732

		3028		3353.525534799

		2641		2717.0752348307

		4005		3728.088413791

		3398		3256.4877670368

		3401		3337.1791073896

		3784		3570.5604914963

		3736		3943.7712788001

		3428		3313.1727939259

		2071		2159.1712558244



Фактические данные

Теоретические данные

Номера лесничеств

Запас древесины, м3



3фактора

		№ лесни-чества		Возраст, лет		Высота, м		Диаметр, см		Запас, м3		Запас по модели		Квадрат разности

										y

		1		64		16.6		19		2393		2197						44.3807605984		58.2512681502		66.7265087251		-3883.9997881026

		2		76		21.6		24.3		3260		3524						15.0624501946		16.016523493		3.5356252341		487.0352874456

		3		73		19.6		22		3155		3105						0.8927631151		211.171218793		0		0

		4		65		18.8		23.3		2471		2582						127.6522946641		46		0		0

		5		65		19.3		21.3		2593		2523						17077304.9522597		2051291.04774031		0		0

		6		68		21.6		20.5		2627		2821

		7		84		17.6		20.3		3593		3647								2051291.04774031

		8		83		21.3		22.8		3879		3907

		9		62		17.1		21.3		2118		2194

		10		64		21.3		23.8		2980		2684

		11		86		18		18		3688		3702						44.38076		58.2512681502		66.7265087251		-3883.9997881026

		12		88		18.6		20.8		3629		3995						23.9677419694		25.4858869154		5.6259740093		774.9825525536

		13		81		18.3		24.5		3795		3674

		14		85		20.6		24.8		4539		4088																F		Fkr

		15		79		21.1		23.3		3453		3651				t		3.1824492908										127.6522946641		2.8068427582

		16		82		21.8		24.3		3839		3936																0.0078337801		0.1164730534

		17		83		20.6		20.6		4052		3769

		18		86		18.3		21		4041		3852

		19		84		17		24.8		3762		3812

		20		89		16.1		23.1		3634		4018																211.171218793

		21		85		18.6		20.8		4134		3794

		22		81		21.5		19.1		3643		3621

		23		89		17.6		20.1		4311		3972

		24		67		19		18.3		2325		2506				F		0.1140817925				Вывод: модель не адекватна

		25		75		16.5		21.6		2919		3040

		26		73		16		24		3129		2984				1		2.8068427582

		27		63		16		21.6		2275		2210

		28		73		21.8		23.1		3057		3282

		29		67		21.3		20.5		2609		2737				0.1165633126

		30		75		19.6		22.6		3053		3265

		31		61		19		24.8		2646		2394

		32		74		19.3		19.8		2972		3057

		33		66		21.5		22.6		2676		2775

		34		72		21		21.8		2998		3111

		35		69		17.1		23.5		2625		2759

		36		78		21.5		24.5		3448		3660

		37		74		18.3		22.8		3384		3132

		38		87		19.6		22.6		3886		4066

		39		84		20.1		20.3		3921		3793

		40		69		18.3		19		2824		2629

		41		85		20.8		24.1		4252		4069

		42		81		17.5		18		3028		3339

		43		68		16.1		24.1		2641		2661

		44		81		21.6		21.1		4005		3716

		45		82		16.3		18.3		3398		3349

		46		81		16.3		22		3401		3447

		47		81		17.8		22.6		3784		3561

		48		89		17.1		22.3		3736		4040

		49		78		19.1		18.6		3428		3259

		50		63		17.3		19		2071		2171

										3281.6				2051291.04774031

										618.5239849836





3фактора

		





Квадр.модель_полная

		№ лесни-чества		Возраст, лет		Высота, м		Диаметр, см														Запас, м3		Запас по модели		Квадрат разности

										x1*x1		x1*x2		x1*x3		x2*x2		x2*x3		x3*x3

		1		64		16.6		19		4096		1062.4		1216		275.56		315.4		361		2393		2177.3292928268						2.6617654138		-2.0932768033		-14.892205144		-2.0889922113		4.0004278802		0.2120423346		132.9188612512		369.9181548472		5.4829855446		-5615.0287309327

		2		76		21.6		24.3		5776		1641.6		1846.8		466.56		524.88		590.49		3260		3480.6662592428						8.118170831		9.0732536672		10.5547684419		1.8317151303		2.063046821		0.5394782692		363.9606589105		457.5396318063		98.5824307443		7461.8418904341

		3		73		19.6		22		5329		1430.8		1606		384.16		431.2		484		3155		3123.3882916868						0.9085595869		209.1128116487		0		0		0		0		0		0		0		0

		4		65		18.8		23.3		4225		1222		1514.5		353.44		438.04		542.89		2471		2678.0650055329						44.1603714666		40		0		0		0		0		0		0		0		0

		5		65		19.3		21.3		4225		1254.5		1384.5		372.49		411.09		453.69		2593		2534.0570809699						17379469.2801748		1749126.71982524		0		0		0		0		0		0		0		0

		6		68		21.6		20.5		4624		1468.8		1394		466.56		442.8		420.25		2627		2660.7368842052

		7		84		17.6		20.3		7056		1478.4		1705.2		309.76		357.28		412.09		3593		3638.5997435652

		8		83		21.3		22.8		6889		1767.9		1892.4		453.69		485.64		519.84		3879		3940.4416700523

		9		62		17.1		21.3		3844		1060.2		1320.6		292.41		364.23		453.69		2118		2269.8622583058

		10		64		21.3		23.8		4096		1363.2		1523.2		453.69		506.94		566.44		2980		2608.683799069

		11		86		18		18		7396		1548		1548		324		324		324		3688		3793.8576810138						2.661765		-2.0932768033		-14.892205144		-2.0889922113		4.0004278802		0.2120423346		132.9188612512		369.9181548472		5.4829855446		-5615.0287309327

		12		88		18.6		20.8		7744		1636.8		1830.4		345.96		386.88		432.64		3629		4068.5608084556						5.8073939938		6.4906196172		7.5504322503		1.3103310669		1.4758159155		0.3859197996		260.3619692854		327.3043848195		70.5216763877		5337.8841957954

		13		81		18.3		24.5		6561		1482.3		1984.5		334.89		448.35		600.25		3795		3702.4998475901

		14		85		20.6		24.8		7225		1751		2108		424.36		510.88		615.04		4539		4148.9090655056

		15		79		21.1		23.3		6241		1666.9		1840.7		445.21		491.63		542.89		3453		3652.6406404885				t		2.2621588869

		16		82		21.8		24.3		6724		1787.6		1992.6		475.24		529.74		590.49		3839		3928.613676874

		17		83		20.6		20.6		6889		1709.8		1709.8		424.36		424.36		424.36		4052		3849.0216025171

		18		86		18.3		21		7396		1573.8		1806		334.89		384.3		441		4041		3890.8666081803

		19		84		17		24.8		7056		1428		2083.2		289		421.6		615.04		3762		3738.2510107986

		20		89		16.1		23.1		7921		1432.9		2055.9		259.21		371.91		533.61		3634		3797.7318963958

		21		85		18.6		20.8		7225		1581		1768		345.96		386.88		432.64		4134		3849.1911184316

		22		81		21.5		19.1		6561		1741.5		1547.1		462.25		410.65		364.81		3643		3674.671431413				F		0.1115126989

		23		89		17.6		20.1		7921		1566.4		1788.9		309.76		353.76		404.01		4311		3985.8977936467

		24		67		19		18.3		4489		1273		1226.1		361		347.7		334.89		2325		2483.7610027429

		25		75		16.5		21.6		5625		1237.5		1620		272.25		356.4		466.56		2919		2971.4189628341

		26		73		16		24		5329		1168		1752		256		384		576		3129		2953.4854414264

		27		63		16		21.6		3969		1008		1360.8		256		345.6		466.56		2275		2257.4962584962

		28		73		21.8		23.1		5329		1591.4		1686.3		475.24		503.58		533.61		3057		3182.2983853559

		29		67		21.3		20.5		4489		1427.1		1373.5		453.69		436.65		420.25		2609		2596.1955673062

		30		75		19.6		22.6		5625		1470		1695		384.16		442.96		510.76		3053		3294.378483936

		31		61		19		24.8		3721		1159		1512.8		361		471.2		615.04		2646		2584.1982247859

		32		74		19.3		19.8		5476		1428.2		1465.2		372.49		382.14		392.04		2972		3072.0857966178

		33		66		21.5		22.6		4356		1419		1491.6		462.25		485.9		510.76		2676		2646.8559738825

		34		72		21		21.8		5184		1512		1569.6		441		457.8		475.24		2998		3053.8637041418

		35		69		17.1		23.5		4761		1179.9		1621.5		292.41		401.85		552.25		2625		2828.975459433

		36		78		21.5		24.5		6084		1677		1911		462.25		526.75		600.25		3448		3640.2848801378

		37		74		18.3		22.8		5476		1354.2		1687.2		334.89		417.24		519.84		3384		3167.7828089918

		38		87		19.6		22.6		7569		1705.2		1966.2		384.16		442.96		510.76		3886		4146.7505586639

		39		84		20.1		20.3		7056		1688.4		1705.2		404.01		408.03		412.09		3921		3893.6608529291

		40		69		18.3		19		4761		1262.7		1311		334.89		347.7		361		2824		2626.2773086895

		41		85		20.8		24.1		7225		1768		2048.5		432.64		501.28		580.81		4252		4127.8275727377

		42		81		17.5		18		6561		1417.5		1458		306.25		315		324		3028		3353.5579196602

		43		68		16.1		24.1		4624		1094.8		1638.8		259.21		388.01		580.81		2641		2727.1120400502

		44		81		21.6		21.1		6561		1749.6		1709.1		466.56		455.76		445.21		4005		3726.8805155057

		45		82		16.3		18.3		6724		1336.6		1500.6		265.69		298.29		334.89		3398		3244.9451159783

		46		81		16.3		22		6561		1320.3		1782		265.69		358.6		484		3401		3314.2999506695

		47		81		17.8		22.6		6561		1441.8		1830.6		316.84		402.28		510.76		3784		3551.5136842534

		48		89		17.1		22.3		7921		1521.9		1984.7		292.41		381.33		497.29		3736		3955.2740909225

		49		78		19.1		18.6		6084		1489.8		1450.8		364.81		355.26		345.96		3428		3313.9463247369

		50		63		17.3		19		3969		1089.9		1197		299.29		328.7		361		2071		2172.3296483478

																						3281.6				1749126.71982525

																						618.5239849836





Квадр.модель_полная

		





Квадр.модель_неполная

		№ лесни-чества		Возраст, лет		Высота, м		Диаметр, см								Запас, м3		Запас по модели		Квадрат разности

										x1*x2		x1*x3		x2*x2

		1		64		16.6		19		1062.4		1216		275.56		2393		2173						-15.6439161503		-2.1353361		3.9397421582		212.2458155463		354.2125787324		39.5168014573		-7546.7953454175

		2		76		21.6		24.3		1641.6		1846.8		466.56		3260		3490						10.0791907268		1.7680096404		1.9780107292		135.5681127422		409.2351036686		46.9682690515		4953.776866324

		3		73		19.6		22		1430.8		1606		384.16		3155		3148						0.9080138916		202.2872183938		0		0		0		0		0

		4		65		18.8		23.3		1222		1514.5		353.44		2471		2678						70.7436481767		43		0		0		0		0		0

		5		65		19.3		21.3		1254.5		1384.5		372.49		2593		2538						17369030.8948028		1759565.10519723		0		0		0		0		0

		6		68		21.6		20.5		1468.8		1394		466.56		2627		2654

		7		84		17.6		20.3		1478.4		1705.2		309.76		3593		3653

		8		83		21.3		22.8		1767.9		1892.4		453.69		3879		3944

		9		62		17.1		21.3		1060.2		1320.6		292.41		2118		2264

		10		64		21.3		23.8		1363.2		1523.2		453.69		2980		2599

		11		86		18		18		1548		1548		324		3688		3772						-15.64391615		-2.1353361		3.9397421582		212.2458155463		354.2125787324		39.5168014573		-7546.7953454175

		12		88		18.6		20.8		1636.8		1830.4		345.96		3629		4062						9.3217035072		1.3680540961		1.5305491657		104.9001700506		316.6587709836		36.3432027696		3833.1435406075

		13		81		18.3		24.5		1482.3		1984.5		334.89		3795		3699

		14		85		20.6		24.8		1751		2108		424.36		4539		4131

		15		79		21.1		23.3		1666.9		1840.7		445.21		3453		3666				t		2.4469136406

		16		82		21.8		24.3		1787.6		1992.6		475.24		3839		3926

		17		83		20.6		20.6		1709.8		1709.8		424.36		4052		3849

		18		86		18.3		21		1573.8		1806		334.89		4041		3896

		19		84		17		24.8		1428		2083.2		289		3762		3714

		20		89		16.1		23.1		1432.9		2055.9		259.21		3634		3776

		21		85		18.6		20.8		1581		1768		345.96		4134		3856

		22		81		21.5		19.1		1741.5		1547.1		462.25		3643		3650				F		2.3185009468

		23		89		17.6		20.1		1566.4		1788.9		309.76		4311		3976

		24		67		19		18.3		1273		1226.1		361		2325		2465

		25		75		16.5		21.6		1237.5		1620		272.25		2919		3003

		26		73		16		24		1168		1752		256		3129		2955

		27		63		16		21.6		1008		1360.8		256		2275		2255

		28		73		21.8		23.1		1591.4		1686.3		475.24		3057		3197

		29		67		21.3		20.5		1427.1		1373.5		453.69		2609		2589

		30		75		19.6		22.6		1470		1695		384.16		3053		3319

		31		61		19		24.8		1159		1512.8		361		2646		2546

		32		74		19.3		19.8		1428.2		1465.2		372.49		2972		3087

		33		66		21.5		22.6		1419		1491.6		462.25		2676		2648

		34		72		21		21.8		1512		1569.6		441		2998		3070

		35		69		17.1		23.5		1179.9		1621.5		292.41		2625		2836

		36		78		21.5		24.5		1677		1911		462.25		3448		3646

		37		74		18.3		22.8		1354.2		1687.2		334.89		3384		3192

		38		87		19.6		22.6		1705.2		1966.2		384.16		3886		4140

		39		84		20.1		20.3		1688.4		1705.2		404.01		3921		3891

		40		69		18.3		19		1262.7		1311		334.89		2824		2631

		41		85		20.8		24.1		1768		2048.5		432.64		4252		4118

		42		81		17.5		18		1417.5		1458		306.25		3028		3354

		43		68		16.1		24.1		1094.8		1638.8		259.21		2641		2717

		44		81		21.6		21.1		1749.6		1709.1		466.56		4005		3728

		45		82		16.3		18.3		1336.6		1500.6		265.69		3398		3256

		46		81		16.3		22		1320.3		1782		265.69		3401		3337

		47		81		17.8		22.6		1441.8		1830.6		316.84		3784		3571

		48		89		17.1		22.3		1521.9		1984.7		292.41		3736		3944

		49		78		19.1		18.6		1489.8		1450.8		364.81		3428		3313

		50		63		17.3		19		1089.9		1197		299.29		2071		2159

																3281.6				1759565.10519724

																618.5239849836
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Фактические данные

Теоретические данные

Номера лесничеств

Запас древесины, м3



1


x




2


x




3


x




4


x




5


x




y




k


b




(


)


1


+


p


b


t


k


s




(


)


(


)


079


,


0


72


,


199


5


50


7


,


152318


2


2


2


=


×


-


=


=


y


F


ост


s


s




2



2



52



,



618



1712



,



211






2


2


52,618


1712,211




(



)



(



)



079



,



0



72



,



199



5



50



7



,



152318



2



2



2



=



×



-



=



=



y



F



ост



s



s






 


079,0


72,199550


7,152318


22


2











y


F


ост










MBD0004330D.unknown



MBD0004331D.unknown



MBD00044215.unknown



MBD000A86CA.unknown



MBD000A86CE.unknown



MBD000D5C3A.unknown



MBD00140EC5.unknown



MBD00140EC7.unknown



MBD00140EC6.unknown



MBD000D5C3B.unknown



MBD000ACC5E.unknown



MBD000D5C39.unknown



MBD000A86CF.unknown



MBD000A86CC.unknown



MBD000A86CD.unknown



MBD000A86CB.unknown



MBD00054296.unknown



MBD000A86C8.unknown



MBD000A86C9.unknown



MBD0006FCA4.unknown



MBD00054294.unknown



MBD00054295.unknown



MBD00044216.unknown



MBD0004420A.unknown



MBD00044211.unknown
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MBD00043313.unknown



MBD00043314.unknown
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MBD00038365.unknown



MBD00038367.unknown



MBD0003BECB.unknown



MBD00038366.unknown



MBD0002EC1A.unknown



MBD0002EC1B.unknown



MBD0002EC19.unknown



MBD0002A57F.unknown



MBD0002A580.unknown
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_1269951179.unknown

_1269951035.unknown

_1269496819.unknown

_1269499122.unknown

_1269950886.unknown

_1269950956.unknown

_1269499204.unknown

_1269496820.unknown

_1269496817.unknown

_1269496818.unknown

_1269496815.unknown

_1269496797.unknown

_1209495680.unknown

_1265136570.unknown

_1265169404.unknown

_1265695012.unknown

_1269496591.unknown

_1269496647.unknown

_1269496725.unknown

_1269496737.unknown

_1269496674.unknown

_1269496634.unknown

_1266059567.unknown

_1269494626.unknown

_1269496520.unknown

_1269496531.unknown

_1269496544.unknown

_1269494607.unknown

_1265695217.unknown

_1265695559.unknown

_1265695118.unknown

_1265438494.unknown

_1265693242.unknown

_1265694663.unknown

_1265694963.unknown

_1265693259.unknown

_1265655908.unknown

_1265693204.unknown

_1265655824.unknown

_1265655880.unknown

_1265169510.unknown

_1265169673.unknown

_1265169726.unknown

_1265169555.unknown

_1265169436.unknown

_1265169485.unknown

_1265169416.unknown

_1265169194.unknown

_1265169260.unknown

_1265169309.unknown

_1265169319.unknown

_1265169297.unknown

_1265169230.unknown

_1265169245.unknown

_1265169208.unknown

_1265137704.unknown

_1265169141.unknown

_1265169183.unknown

_1265136880.unknown

_1265137592.unknown

_1265137579.unknown

_1265136821.unknown

_1265136862.unknown

_1255792038.unknown

_1257582414.unknown

_1257585333.unknown

_1257586412.unknown

_1257586747.unknown

_1261505963.unknown

_1261505982.unknown

_1257586423.unknown

_1257586292.unknown

_1257586298.unknown

_1257585993.unknown

_1257585174.unknown

_1257585193.unknown

_1257585278.unknown

_1257583813.unknown

_1257583828.unknown

_1257583890.unknown

_1257582453.unknown

_1255972126.unknown

_1256135013.unknown

_1257582250.unknown

_1257582309.unknown

_1257582369.unknown

_1257582270.unknown

_1256144517.unknown

_1256144669.unknown

_1257582214.unknown

_1256144778.unknown

_1256144631.unknown

_1256136215.unknown

_1256144465.unknown

_1256135044.unknown

_1255972767.unknown
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