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Лабораторная работа 1
МНОГОФАКТОРНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ
1. Постановка задачи

По 
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 лесничествам известны усредненные данные зависимости запаса древесины (параметр 
[image: image2.wmf]y

) от следующих факторов: возраст (
[image: image3.wmf]1

x

), высота (
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) и диаметр (
[image: image5.wmf]3
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).
Требуется 

· определить уравнение линейной регрессии, т.е. найти линейную зависимость отклика 
[image: image6.wmf]y

 от факторов:
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, 
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, 
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· определить коэффициент детерминации и выполнить проверку адекватности математической модели;

· установить аналитическую зависимость отклика от факторов путем введения в модель квадратичных членов;
· оценить значимость квадратичных членов;

· построить регрессионную модель без учета незначимых факторов

· определить коэффициент детерминации, выполнить проверку адекватности новой модели;

· сравнить фактические запасы древесины с запасами, полученными по модели, привести графическую иллюстрацию.

2. Сведения из теории

Предположим, что результаты 
[image: image10.wmf]n

 опытов сведены в табл. 1.

Таблица 1
	Номер
	Факторы
	Отклик

	опыта
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Будем искать аналитическую зависимость отклика 
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 от 
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 факторов в виде:
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где 
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 – некоторые базисные функции. Будем считать, что нам известен вид этих функций. Эти функции могут быть линейными, квадратичными или др. Неизвестными являются коэффициенты этого разложения 
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, 
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Математическая модель вида (1) является линейной относительно искомых коэффициентов. Эти коэффициенты следует выбрать такими, чтобы значения отклика 
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рассчитанные по уравнению (1), были бы как можно ближе к фактическим значениям 
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. Используя метод наименьших квадратов, условие близости можно записать в виде:
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Отсюда следует, что коэффициенты разложения (1) являются решением задачи безусловной оптимизации
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(2)

Ниже в п.3.1 будет показано решение задачи (2) в Excel с помощью процедуры =ЛИНЕЙН().
Проверка того, хорошо ли согласуется полученное уравнение линейной регрессии с экспериментальными данными, называется проверкой адекватности. Уравнение регрессии считается адекватным, если расхождение между фактическими и теоретическими значениями отклика можно объяснить ошибками в определении условных средних, вызванных разбросом случайных результатов эксперимента.

Проведем статистический анализ полученного уравнения и оценим значимость коэффициентов 
[image: image41.wmf]k
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. Будем предполагать, что

· случайные величины 
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y

 независимы и имеют нормальные распределения,

· дисперсии 
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 одинаковы и равны 
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 определяется точностью измерительных приборов,

· факторы 
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 изменяются с пренебрежимо малой ошибкой по сравнению с ошибкой в определении отклика 
[image: image47.wmf]y

.

Общая вариация отклика относительно его среднего значения распадается на вариацию, обусловленную моделью, и остаточную вариацию, возникающую вследствие случайных ошибок:
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где величина в левой части 
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 называется общей вариацией, или суммой квадратов относительно среднего (Total Sum of Squares), первое слагаемое в правой части 
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 - суммой квадратов, обусловленной регрессией или моделью (Model Sum of Squares), второе слагаемое 
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 - суммой квадратов ошибок (Error Sum of Squares), характеризующей рассеяние экспериментальных точек относительно уравнения регрессии.
Показателем качества подобранной модели традиционно считается коэффициент детерминации 
[image: image52.wmf]2

R

, представляющей собой отношение суммы квадратов, обусловленных моделью регрессии, к общей сумме квадратов откликов, скорректированной на среднее. 
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Коэффициент детерминации показывает долю общего разброса 
[image: image54.wmf]y

 относительно среднего 
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, объясняемую регрессией. В силу соотношения (3) справедливо неравенство 
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. Величину 
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 часто измеряют не в долях единицы, а в процентах. Чем ближе значение 
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 к 100%, тем лучше подобранная модель описывает данные эксперимента. Для линейной регрессии коэффициент детерминации равен квадрату коэффициента корреляции. 
Оценка адекватности полученной математической модели производится с помощью 
[image: image59.wmf]F

- отношения, которое вычисляется как частное от деления средних квадратов относительно модели на средние квадраты ошибок, то есть
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Отношение (5) сравнивается с критическим значением 
[image: image61.wmf]F

- распределения 
[image: image62.wmf]кр
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, полученном при заданном уровне значимости 
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 и степенями свободы: 
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, то гипотеза об адекватности уравнения регрессии принимается. В противном случае гипотеза отвергается. Если указанное неравенство оказывается неверным, то необходимо пересмотреть модель, приняв за основу другую систему базисных функций.

Коэффициенты разложения 
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 являются линейными комбинациями случайных величин 
[image: image68.wmf]i
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, распределенных по нормальному закону, и, следовательно, они также имеют нормальные распределения. Это позволяет использовать для проверки значимости коэффициентов регрессии критерий Стьюдента. Коэффициент 
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 можно считать незначимым и положить равным нулю, если 
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где 

- среднеквадратическое отклонение коэффициентов 
[image: image71.wmf]k
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, а 
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 определяется по таблице распределения Стьюдента в зависимости от числа степеней свободы 
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 и доверительной вероятности 
[image: image74.wmf]g

. Если гипотеза о равенстве нулю коэффициента 
[image: image75.wmf]k
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 принимается, то возникает необходимость заново пересчитать остальные коэффициенты уравнения регрессии. Тем самым математическая модель несколько упрощается за счет уменьшения числа базисных функций.
3. Пример выполнения лабораторной работы

Выполнение лабораторной работы предполагается в среде Microsoft.Excel. Исходные данные для расчетов приведены на листе Excel в виде табл.2.

Таблица 2
	
	A
	B
	C
	D
	E

	1
	№ лесни-чества
	Возраст, лет
	Высота, м
	Диаметр, см
	Запас, м3

	2
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	3
	1
	64
	16,6
	19
	2393

	4
	2
	76
	21,6
	24,3
	3260

	5
	3
	73
	19,6
	22
	3155

	6
	4
	65
	18,8
	23,3
	2471

	7
	5
	65
	19,3
	21,3
	2593

	8
	6
	68
	21,6
	20,5
	2627

	9
	7
	84
	17,6
	20,3
	3593

	10
	8
	83
	21,3
	22,8
	3879

	11
	9
	62
	17,1
	21,3
	2118

	12
	10
	64
	21,3
	23,8
	2980

	13
	11
	86
	18
	18
	3688

	14
	12
	88
	18,6
	20,8
	3629

	15
	13
	81
	18,3
	24,5
	3795

	16
	14
	85
	20,6
	24,8
	4539

	17
	15
	79
	21,1
	23,3
	3453

	18
	16
	82
	21,8
	24,3
	3839

	19
	17
	83
	20,6
	20,6
	4052

	20
	18
	86
	18,3
	21
	4041

	21
	19
	84
	17
	24,8
	3762

	22
	20
	89
	16,1
	23,1
	3634

	23
	21
	85
	18,6
	20,8
	4134

	24
	22
	81
	21,5
	19,1
	3643

	25
	23
	89
	17,6
	20,1
	4311

	26
	24
	67
	19
	18,3
	2325

	27
	25
	75
	16,5
	21,6
	2919

	28
	26
	73
	16
	24
	3129

	29
	27
	63
	16
	21,6
	2275

	30
	28
	73
	21,8
	23,1
	3057

	31
	29
	67
	21,3
	20,5
	2609

	32
	30
	75
	19,6
	22,6
	3053

	33
	31
	61
	19
	24,8
	2646

	34
	32
	74
	19,3
	19,8
	2972

	35
	33
	66
	21,5
	22,6
	2676

	36
	34
	72
	21
	21,8
	2998

	37
	35
	69
	17,1
	23,5
	2625

	38
	36
	78
	21,5
	24,5
	3448

	39
	37
	74
	18,3
	22,8
	3384

	40
	38
	87
	19,6
	22,6
	3886

	41
	39
	84
	20,1
	20,3
	3921

	42
	40
	69
	18,3
	19
	2824

	43
	41
	85
	20,8
	24,1
	4252

	44
	42
	81
	17,5
	18
	3028

	45
	43
	68
	16,1
	24,1
	2641

	46
	44
	81
	21,6
	21,1
	4005

	47
	45
	82
	16,3
	18,3
	3398

	48
	46
	81
	16,3
	22
	3401

	49
	47
	81
	17,8
	22,6
	3784

	50
	48
	89
	17,1
	22,3
	3736

	51
	49
	78
	19,1
	18,6
	3428

	52
	50
	63
	17,3
	19
	2071


Массив данных, подлежащих обработке, содержится в блоке ячеек B3 : E52.
3.1. Определение уравнения линейной регрессии

В качестве базисных возьмем следующий набор функций: 1, 
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. Тогда 
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Для линейной зависимости определение коэффициентов уравнения регрессии и оценку значимости факторов можно провести в Excel с помощью процедуры ЛИНЕЙН. Для применения этой процедуры на свободном месте листа Excel выделим блок ячеек размером 5 на 
[image: image85.wmf]1
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m

, т.е. блок из 5 строк и 4 столбцов. Затем в списке функций находим процедуру = ЛИНЕЙН. На экране появляется окно, в поля которого надо ввести 4 аргумента:
· одномерный массив значений отклика 
[image: image86.wmf]y

;

· двумерный массив значений факторов 
[image: image87.wmf]1
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, 
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, 
[image: image89.wmf]3
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;
· значение ИСТИНА (или число 1), если в число базисных функций включена функция, тождественно равная 1, или значение ЛОЖЬ (или число 0), если функция, равная 1, отсутствует среди набора базисных функций. В первом случае в уравнении регрессии будет присутствовать свободный член, а во втором случае он будет отсутствовать;
· значение ИСТИНА (или число 1), если требуется вычислить дополнительную статистику, или значение ЛОЖЬ (или число 0), если требуется вычислить только коэффициенты уравнения регрессии.
Одновременное нажатие трех клавиш “Ctrl”+”Shift”+”Enter” приводит к появлению всей расчетной информации в ячейках выделенного блока.
Выделим, например, блок ячеек I3 : L7 и запишем функцию =ЛИНЕЙН с необходимыми аргументами. Тогда для исходных данных табл.1 в командной строке будет находиться выражение
{=ЛИНЕЙН(E3 : E52; B3 : D52; 1; 1)},

а результаты расчетов отображаются в виде табл.3.
Таблица 3
	
	I
	J
	K
	L

	3
	44,38076
	58,25127
	66,72651
	-3884

	4
	15,06245
	16,01652
	3,535625
	487,0353

	5
	0,892763
	211,1712
	#Н/Д
	#Н/Д

	6
	127,6523
	46
	#Н/Д
	#Н/Д

	7
	17077305
	2051291
	#Н/Д
	#Н/Д


В блоке ячеек I3 : L3 содержатся коэффициенты уравнения линейной регрессии
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 (коэффициенты следуют в обратном порядке), а само уравнение имеет вид
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В блоке ячеек I4 : L4 находятся среднеквадратические отклонения этих коэффициентов:
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3.2. Определение коэффициента детерминации и проверка адекватности математической модели 
Ячейка I5 содержит коэффициент детерминации уравнения регрессии: 
[image: image99.wmf]892763
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, что свидетельствует о высокой коррелированности теоретических значений, полученных по функции 
[image: image100.wmf]y
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, с фактическими данными 
[image: image101.wmf]y

. В 89 % случаев изменения х приводят к изменению y. Другими словами – точность подбора уравнения регрессии – высокая.
В ячейке J5 содержится стандартная ошибка для оценки 
[image: image102.wmf]y
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Ячейка I6 хранит значение F-статистики, которая используется для определения того, является ли наблюдаемая взаимосвязь между зависимой и независимыми переменными случайной или нет: 
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.  Ячейка J6 содержит число степеней свободы, равное 
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В ячейках I7 и J7 находятся соответственно сумма квадратов, обусловленная моделью 
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, и сумма квадратов ошибок 
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Для проверки адекватности уравнения (7) определим критическое значение F-распределения 
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 для уровня значимости 
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. Соответствующая формула в Excel имеет вид 
= FРАСПОБР(0,05; 3; 46). 
В результате получим, что 
[image: image112.wmf]806843

,

2

=

кр

F

. Так как 
[image: image113.wmf]кр

F

F

=

>

=

806843

,

2

6523

,

127

, то построенная математическая модель в виде уравнения (7) адекватна опытным данным.
3.3. Определение уравнения регрессии с квадратичными членами 
К базисным функциям 1, 
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 добавим еще набор квадратичных функций 
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, и уравнение (1) примет вид
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На новом листе Excel произведем расчет значений параметров, включающих как линейные, так и квадратичные члены (см.табл.4).
Таблица 4

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	J
	K

	1
	№ лес-ва
	Возр.
	Выс.
	Диам.
	
	
	
	
	
	
	Запас

	2
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	3
	1
	64
	16,6
	19
	4096
	1062,4
	1216
	275,56
	315,4
	361
	2393

	4
	2
	76
	21,6
	24,3
	5776
	1641,6
	1846,8
	466,56
	524,88
	590,49
	3260

	5
	3
	73
	19,6
	22
	5329
	1430,8
	1606
	384,16
	431,2
	484
	3155

	6
	4
	65
	18,8
	23,3
	4225
	1222
	1514,5
	353,44
	438,04
	542,89
	2471

	7
	5
	65
	19,3
	21,3
	4225
	1254,5
	1384,5
	372,49
	411,09
	453,69
	2593

	8
	6
	68
	21,6
	20,5
	4624
	1468,8
	1394
	466,56
	442,8
	420,25
	2627

	9
	7
	84
	17,6
	20,3
	7056
	1478,4
	1705,2
	309,76
	357,28
	412,09
	3593

	10
	8
	83
	21,3
	22,8
	6889
	1767,9
	1892,4
	453,69
	485,64
	519,84
	3879

	11
	9
	62
	17,1
	21,3
	3844
	1060,2
	1320,6
	292,41
	364,23
	453,69
	2118

	12
	10
	64
	21,3
	23,8
	4096
	1363,2
	1523,2
	453,69
	506,94
	566,44
	2980

	13
	11
	86
	18
	18
	7396
	1548
	1548
	324
	324
	324
	3688

	14
	12
	88
	18,6
	20,8
	7744
	1636,8
	1830,4
	345,96
	386,88
	432,64
	3629

	15
	13
	81
	18,3
	24,5
	6561
	1482,3
	1984,5
	334,89
	448,35
	600,25
	3795

	16
	14
	85
	20,6
	24,8
	7225
	1751
	2108
	424,36
	510,88
	615,04
	4539

	17
	15
	79
	21,1
	23,3
	6241
	1666,9
	1840,7
	445,21
	491,63
	542,89
	3453

	18
	16
	82
	21,8
	24,3
	6724
	1787,6
	1992,6
	475,24
	529,74
	590,49
	3839

	19
	17
	83
	20,6
	20,6
	6889
	1709,8
	1709,8
	424,36
	424,36
	424,36
	4052

	20
	18
	86
	18,3
	21
	7396
	1573,8
	1806
	334,89
	384,3
	441
	4041

	21
	19
	84
	17
	24,8
	7056
	1428
	2083,2
	289
	421,6
	615,04
	3762

	22
	20
	89
	16,1
	23,1
	7921
	1432,9
	2055,9
	259,21
	371,91
	533,61
	3634

	23
	21
	85
	18,6
	20,8
	7225
	1581
	1768
	345,96
	386,88
	432,64
	4134

	24
	22
	81
	21,5
	19,1
	6561
	1741,5
	1547,1
	462,25
	410,65
	364,81
	3643

	25
	23
	89
	17,6
	20,1
	7921
	1566,4
	1788,9
	309,76
	353,76
	404,01
	4311

	26
	24
	67
	19
	18,3
	4489
	1273
	1226,1
	361
	347,7
	334,89
	2325

	27
	25
	75
	16,5
	21,6
	5625
	1237,5
	1620
	272,25
	356,4
	466,56
	2919

	28
	26
	73
	16
	24
	5329
	1168
	1752
	256
	384
	576
	3129

	29
	27
	63
	16
	21,6
	3969
	1008
	1360,8
	256
	345,6
	466,56
	2275

	30
	28
	73
	21,8
	23,1
	5329
	1591,4
	1686,3
	475,24
	503,58
	533,61
	3057

	31
	29
	67
	21,3
	20,5
	4489
	1427,1
	1373,5
	453,69
	436,65
	420,25
	2609

	32
	30
	75
	19,6
	22,6
	5625
	1470
	1695
	384,16
	442,96
	510,76
	3053

	33
	31
	61
	19
	24,8
	3721
	1159
	1512,8
	361
	471,2
	615,04
	2646

	34
	32
	74
	19,3
	19,8
	5476
	1428,2
	1465,2
	372,49
	382,14
	392,04
	2972

	35
	33
	66
	21,5
	22,6
	4356
	1419
	1491,6
	462,25
	485,9
	510,76
	2676

	36
	34
	72
	21
	21,8
	5184
	1512
	1569,6
	441
	457,8
	475,24
	2998

	37
	35
	69
	17,1
	23,5
	4761
	1179,9
	1621,5
	292,41
	401,85
	552,25
	2625

	38
	36
	78
	21,5
	24,5
	6084
	1677
	1911
	462,25
	526,75
	600,25
	3448

	39
	37
	74
	18,3
	22,8
	5476
	1354,2
	1687,2
	334,89
	417,24
	519,84
	3384

	40
	38
	87
	19,6
	22,6
	7569
	1705,2
	1966,2
	384,16
	442,96
	510,76
	3886

	41
	39
	84
	20,1
	20,3
	7056
	1688,4
	1705,2
	404,01
	408,03
	412,09
	3921

	42
	40
	69
	18,3
	19
	4761
	1262,7
	1311
	334,89
	347,7
	361
	2824

	43
	41
	85
	20,8
	24,1
	7225
	1768
	2048,5
	432,64
	501,28
	580,81
	4252

	44
	42
	81
	17,5
	18
	6561
	1417,5
	1458
	306,25
	315
	324
	3028

	45
	43
	68
	16,1
	24,1
	4624
	1094,8
	1638,8
	259,21
	388,01
	580,81
	2641

	46
	44
	81
	21,6
	21,1
	6561
	1749,6
	1709,1
	466,56
	455,76
	445,21
	4005

	47
	45
	82
	16,3
	18,3
	6724
	1336,6
	1500,6
	265,69
	298,29
	334,89
	3398

	48
	46
	81
	16,3
	22
	6561
	1320,3
	1782
	265,69
	358,6
	484
	3401

	49
	47
	81
	17,8
	22,6
	6561
	1441,8
	1830,6
	316,84
	402,28
	510,76
	3784

	50
	48
	89
	17,1
	22,3
	7921
	1521,9
	1984,7
	292,41
	381,33
	497,29
	3736

	51
	49
	78
	19,1
	18,6
	6084
	1489,8
	1450,8
	364,81
	355,26
	345,96
	3428

	52
	50
	63
	17,3
	19
	3969
	1089,9
	1197
	299,29
	328,7
	361
	2071


Массив данных, подлежащих обработке, содержится в блоке ячеек B3 : K52. Чтобы определить коэффициенты уравнения регрессии на свободном месте листа Excel выделим блок ячеек размером 5 на 10, т.е. блок из 5 строк и 10 столбцов. Пусть это будет блок ячеек O3 : X7. В списке функций находим процедуру = ЛИНЕЙН. В качестве аргументов вводим соответственно:

· одномерный массив значений отклика K3 : K52;

· двумерный массив значений факторов B3 : J52;
· значение ИСТИНА (или число 1),
· значение ИСТИНА (или число 1).
Одновременное нажатие трех клавиш “Ctrl”+”Shift”+”Enter” приводит к появлению данных, как показано в табл.5.

Таблица 5
	
	O
	P
	Q
	R
	S
	T
	U
	V
	W
	X

	3
	2,661765
	-2,0932768
	-14,8922
	-2,08899
	4,000428
	0,212042
	132,9189
	369,9182
	5,482986
	-5615,03

	4
	8,118171
	9,07325367
	10,55477
	1,831715
	2,063047
	0,539478
	363,9607
	457,5396
	98,58243
	7461,842

	5
	0,90856
	209,112812
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	6
	44,16037
	40
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	7
	1737947
	1749126,72
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д


В блоке ячеек O3 : X3 содержатся коэффициенты уравнения линейной регрессии 
[image: image135.wmf]k

b

 в обратном порядке, а само уравнение имеет вид
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(8)

В блоке ячеек O4 : X4 содержатся среднеквадратические отклонения этих коэффициентов:
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3.4. Оценка значимости квадратичных членов
Неравенства (6) позволяют оценить значимость коэффициентов уравнения регрессии. Для числа степеней свободы 
[image: image147.wmf]9
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 и доверительной вероятности 
[image: image148.wmf]95
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 по таблицам распределения Стьюдента находим 
[image: image149.wmf]262
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. Это значение можно получить в Excel с помощью функции обратного распределения Стьюдента по формуле:
= СТЬЮДРАСПОБР(0,05; 9).

Первый аргумент равен 
[image: image150.wmf]05
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, а второй – числу степеней свободы. Тогда левые и правые части соотношения (6) соответственно равны значениям, приведенным в табл.6.

Таблица 6

	k
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0

	
[image: image151.wmf]k

b


	2,661765
	2,093276
	-14,8922
	-2,08899
	4,000428
	0,212042
	132,9189
	369,9182
	5,482986
	-5615,03
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	5,80739
	6,490619
	7,55043
	1,31033
	1,47582
	0,38592
	260,362
	327,304
	70,5217
	5337,88


Отсюда следует, что неравенства (6) выполняются для коэффициентов при квадратичных членах 
[image: image153.wmf]4

b

, 
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 и 
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b

. Это значит, что факторы 
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  несущественно влияют на запас древесины. Остальные факторы существенны для определения запасов. 

3.5. Установление аналитической зависимости отклика от значимых факторов
Ограничиваясь только значимыми факторами, будем искать уравнение регрессии в виде
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В этом случае 
[image: image160.wmf]6
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p

. На третьем листе Excel формируем табл.7, оставляя только значимые факторы.
Таблица 7

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	1
	№ лес-ва
	Возр.
	Выс.
	Диам.
	
	
	
	Запас

	2
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	3
	1
	64
	16,6
	19
	1062,4
	1216
	275,56
	2393

	4
	2
	76
	21,6
	24,3
	1641,6
	1846,8
	466,56
	3260

	5
	3
	73
	19,6
	22
	1430,8
	1606
	384,16
	3155

	6
	4
	65
	18,8
	23,3
	1222
	1514,5
	353,44
	2471

	7
	5
	65
	19,3
	21,3
	1254,5
	1384,5
	372,49
	2593

	8
	6
	68
	21,6
	20,5
	1468,8
	1394
	466,56
	2627

	9
	7
	84
	17,6
	20,3
	1478,4
	1705,2
	309,76
	3593

	10
	8
	83
	21,3
	22,8
	1767,9
	1892,4
	453,69
	3879

	11
	9
	62
	17,1
	21,3
	1060,2
	1320,6
	292,41
	2118

	12
	10
	64
	21,3
	23,8
	1363,2
	1523,2
	453,69
	2980

	13
	11
	86
	18
	18
	1548
	1548
	324
	3688

	14
	12
	88
	18,6
	20,8
	1636,8
	1830,4
	345,96
	3629

	15
	13
	81
	18,3
	24,5
	1482,3
	1984,5
	334,89
	3795

	16
	14
	85
	20,6
	24,8
	1751
	2108
	424,36
	4539

	17
	15
	79
	21,1
	23,3
	1666,9
	1840,7
	445,21
	3453

	18
	16
	82
	21,8
	24,3
	1787,6
	1992,6
	475,24
	3839

	19
	17
	83
	20,6
	20,6
	1709,8
	1709,8
	424,36
	4052

	20
	18
	86
	18,3
	21
	1573,8
	1806
	334,89
	4041

	21
	19
	84
	17
	24,8
	1428
	2083,2
	289
	3762

	22
	20
	89
	16,1
	23,1
	1432,9
	2055,9
	259,21
	3634

	23
	21
	85
	18,6
	20,8
	1581
	1768
	345,96
	4134

	24
	22
	81
	21,5
	19,1
	1741,5
	1547,1
	462,25
	3643

	25
	23
	89
	17,6
	20,1
	1566,4
	1788,9
	309,76
	4311

	26
	24
	67
	19
	18,3
	1273
	1226,1
	361
	2325

	27
	25
	75
	16,5
	21,6
	1237,5
	1620
	272,25
	2919

	28
	26
	73
	16
	24
	1168
	1752
	256
	3129

	29
	27
	63
	16
	21,6
	1008
	1360,8
	256
	2275

	30
	28
	73
	21,8
	23,1
	1591,4
	1686,3
	475,24
	3057

	31
	29
	67
	21,3
	20,5
	1427,1
	1373,5
	453,69
	2609

	32
	30
	75
	19,6
	22,6
	1470
	1695
	384,16
	3053

	33
	31
	61
	19
	24,8
	1159
	1512,8
	361
	2646

	34
	32
	74
	19,3
	19,8
	1428,2
	1465,2
	372,49
	2972

	35
	33
	66
	21,5
	22,6
	1419
	1491,6
	462,25
	2676

	36
	34
	72
	21
	21,8
	1512
	1569,6
	441
	2998

	37
	35
	69
	17,1
	23,5
	1179,9
	1621,5
	292,41
	2625

	38
	36
	78
	21,5
	24,5
	1677
	1911
	462,25
	3448

	39
	37
	74
	18,3
	22,8
	1354,2
	1687,2
	334,89
	3384

	40
	38
	87
	19,6
	22,6
	1705,2
	1966,2
	384,16
	3886

	41
	39
	84
	20,1
	20,3
	1688,4
	1705,2
	404,01
	3921

	42
	40
	69
	18,3
	19
	1262,7
	1311
	334,89
	2824

	43
	41
	85
	20,8
	24,1
	1768
	2048,5
	432,64
	4252

	44
	42
	81
	17,5
	18
	1417,5
	1458
	306,25
	3028

	45
	43
	68
	16,1
	24,1
	1094,8
	1638,8
	259,21
	2641

	46
	44
	81
	21,6
	21,1
	1749,6
	1709,1
	466,56
	4005

	47
	45
	82
	16,3
	18,3
	1336,6
	1500,6
	265,69
	3398

	48
	46
	81
	16,3
	22
	1320,3
	1782
	265,69
	3401

	49
	47
	81
	17,8
	22,6
	1441,8
	1830,6
	316,84
	3784

	50
	48
	89
	17,1
	22,3
	1521,9
	1984,7
	292,41
	3736

	51
	49
	78
	19,1
	18,6
	1489,8
	1450,8
	364,81
	3428

	52
	50
	63
	17,3
	19
	1089,9
	1197
	299,29
	2071


Для определения коэффициентов уравнения регрессии на свободном месте листа Excel выделим блок ячеек размером 5 на 7. Пусть это будет, например, блок ячеек L3 : R7. Используя процедуру

{=ЛИНЕЙН(H3 : H52; B3 : G52; 1; 1)},

получим результаты расчетов, приведенные в табл.8.

Таблица 8
	
	L
	M
	N
	O
	P
	Q
	R

	3
	-15,6439161
	-2,1353361
	3,939742
	212,2458
	354,2126
	39,5168
	-7546,8

	4
	10,0791907
	1,76800964
	1,978011
	135,5681
	409,2351
	46,96827
	4953,777

	5
	0,90801389
	202,2872184
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	6
	70,7436482
	43
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д

	7
	17369030,89
	1759565,105
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д
	#Н/Д


Коэффициенты уравнения регрессии содержатся в блоке ячеек L3 : R3 в обратном порядке, а само уравнение имеет вид
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(9)

В блоке ячеек L4 : R4 содержатся среднеквадратические отклонения этих коэффициентов:
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Значимость коэффициентов уравнения регрессии определим с помощью неравенств (6). Для числа степеней свободы 
[image: image176.wmf]6
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 и доверительной вероятности 
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, используя формулу 

= СТЬЮДРАСПОБР(0,05; 6),

получим значение 
[image: image178.wmf]447
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t

. В табл.9 определим левые и правые части соотношения (6).

Таблица 9

	k
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0

	
[image: image179.wmf]k

b


	-15,6439162
	2,1353361
	3,939742
	212,2458
	354,2126
	39,5168
	-7546,8
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	9,32170351
	1,3680541
	1,53055
	104,9
	316,659
	36,3432
	3833,14


Из табл.9 следует, что неравенства (6) не выполняются. Следовательно, все коэффициенты уравнения (9) являются значимыми. Они существенно влияют на уровень запасов древесины. 

3.6. Определение коэффициента детерминации и проверка адекватности новой модели

Определим показатели качества уравнения регрессии (9). 
Коэффициент детерминации 
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 содержится в ячейке L5 табл.8. Он говорит о том, что подобранная модель хорошо описывает данные эксперимента. 
В ячейке L6 содержится значение F-статистики, которая равна: 
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. Критическое значение F-распределения 
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 для уровня значимости 
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 определим в Excel по формуле

= FРАСПОБР(0,05; 6; 43). 
В результате получим, что 
[image: image187.wmf]318501

,

2

=

кр

F

. Так как 
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, то математическая модель в виде уравнения (9) адекватна опытным данным.
3.7. Cравнение фактических запасов древесины с запасами, полученными по модели
Фактические запасы древесины и запасы древесины, вычисленные по уравнению регрессии, по каждому из лесничеств приведены в табл.10. 
Таблица 10
	№ п/п
	Запас, м3
	Запас, м3, по модели
	№ п/п
	Запас, м3
	Запас, м3, по модели

	1
	2393
	2173
	26
	3129
	2955

	2
	3260
	3490
	27
	2275
	2255

	3
	3155
	3148
	28
	3057
	3197

	4
	2471
	2678
	29
	2609
	2589

	5
	2593
	2538
	30
	3053
	3319

	6
	2627
	2654
	31
	2646
	2546

	7
	3593
	3653
	32
	2972
	3087

	8
	3879
	3944
	33
	2676
	2648

	9
	2118
	2264
	34
	2998
	3070

	10
	2980
	2599
	35
	2625
	2836

	11
	3688
	3772
	36
	3448
	3646

	12
	3629
	4062
	37
	3384
	3192

	13
	3795
	3699
	38
	3886
	4140

	14
	4539
	4131
	39
	3921
	3891

	15
	3453
	3666
	40
	2824
	2631

	16
	3839
	3926
	41
	4252
	4118

	17
	4052
	3849
	42
	3028
	3354

	18
	4041
	3896
	43
	2641
	2717

	19
	3762
	3714
	44
	4005
	3728

	20
	3634
	3776
	45
	3398
	3256

	21
	4134
	3856
	46
	3401
	3337

	22
	3643
	3650
	47
	3784
	3571

	23
	4311
	3976
	48
	3736
	3944

	24
	2325
	2465
	49
	3428
	3313

	25
	2919
	3003
	50
	2071
	2159


Графическая иллюстрация данных табл.10 показана на рис.1.
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Рис.1. Сравнение фактических запасов древесины с запасами, полученными по модели
Из графика следует хорошее совпадение фактических значений отклика с теоретическими значениями, полученными по математической модели. 
4. Форма отчета
По результатам выполненной лабораторной работы представляется отчет, в котором должны содержаться следующие пункты:

1. Постановка задачи с конкретным содержанием, сформулированным для своего варианта. Исходные данные должны быть представлены в виде табл.2.

2. Получение в Excel коэффициентов регрессии, а также всех статистических показателей. Представление уравнения регрессии формулой. 
3. Расчет коэффициента детерминации, проверка модели на адекватность.

4. Определение уравнения регрессии с учетом квадратичных членов.

5. Установление незначимых квадратичных факторов.

6. При наличии незначимых факторов произвести пересчет уравнения регрессии. 

7. Определить коэффициент детерминации, проверить модель на адекватность.
8. Рассчитать запас древесины по модели и сравнить его с фактическим запасом для каждого лесничества.

9. Сделать выводы по результатам исследований.

5. Задания к лабораторной работе 

Задания приведены на сайте http://gurov.vs58.net/, а вариант определяется в зависимости от номера студента в журнале преподавателя.
6. Литература 

1. Н.Дрейпер, Г.Смит. Прикладной регрессионный анализ: В 2-х книгах, Кн.1. – М.: Финансы и статистика, 1986. Кн.2. – М.: Финансы и статистика, 1987.

2. В.Е.Гмурман. Теория вероятностей и математическая статистика. Учеб.пособие для вузов. Изд. 7-е, стер. – М.: Высш. шк., 1999.

3. С.В.Гуров, М.Л.Герасин. Моделирование систем. Учеб.пособие. – Сыктывкар: СЛИ, 2001.
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		27		63		16		21.6		2275		2210

		28		73		21.8		23.1		3057		3282

		29		67		21.3		20.5		2609		2737				0.1165633126
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		№ лесни-чества		Возраст, лет		Высота, м		Диаметр, см														Запас, м3		Запас по модели		Квадрат разности

										x1*x1		x1*x2		x1*x3		x2*x2		x2*x3		x3*x3

		1		64		16.6		19		4096		1062.4		1216		275.56		315.4		361		2393		2177.3292928268						2.6617654138		-2.0932768033		-14.892205144		-2.0889922113		4.0004278802		0.2120423346		132.9188612512		369.9181548472		5.4829855446		-5615.0287309327

		2		76		21.6		24.3		5776		1641.6		1846.8		466.56		524.88		590.49		3260		3480.6662592428						8.118170831		9.0732536672		10.5547684419		1.8317151303		2.063046821		0.5394782692		363.9606589105		457.5396318063		98.5824307443		7461.8418904341
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		7		84		17.6		20.3		7056		1478.4		1705.2		309.76		357.28		412.09		3593		3638.5997435652
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		12		88		18.6		20.8		7744		1636.8		1830.4		345.96		386.88		432.64		3629		4068.5608084556						5.8073939938		6.4906196172		7.5504322503		1.3103310669		1.4758159155		0.3859197996		260.3619692854		327.3043848195		70.5216763877		5337.8841957954

		13		81		18.3		24.5		6561		1482.3		1984.5		334.89		448.35		600.25		3795		3702.4998475901

		14		85		20.6		24.8		7225		1751		2108		424.36		510.88		615.04		4539		4148.9090655056

		15		79		21.1		23.3		6241		1666.9		1840.7		445.21		491.63		542.89		3453		3652.6406404885				t		2.2621588869

		16		82		21.8		24.3		6724		1787.6		1992.6		475.24		529.74		590.49		3839		3928.613676874

		17		83		20.6		20.6		6889		1709.8		1709.8		424.36		424.36		424.36		4052		3849.0216025171

		18		86		18.3		21		7396		1573.8		1806		334.89		384.3		441		4041		3890.8666081803

		19		84		17		24.8		7056		1428		2083.2		289		421.6		615.04		3762		3738.2510107986

		20		89		16.1		23.1		7921		1432.9		2055.9		259.21		371.91		533.61		3634		3797.7318963958

		21		85		18.6		20.8		7225		1581		1768		345.96		386.88		432.64		4134		3849.1911184316

		22		81		21.5		19.1		6561		1741.5		1547.1		462.25		410.65		364.81		3643		3674.671431413				F		0.1115126989

		23		89		17.6		20.1		7921		1566.4		1788.9		309.76		353.76		404.01		4311		3985.8977936467

		24		67		19		18.3		4489		1273		1226.1		361		347.7		334.89		2325		2483.7610027429

		25		75		16.5		21.6		5625		1237.5		1620		272.25		356.4		466.56		2919		2971.4189628341

		26		73		16		24		5329		1168		1752		256		384		576		3129		2953.4854414264

		27		63		16		21.6		3969		1008		1360.8		256		345.6		466.56		2275		2257.4962584962

		28		73		21.8		23.1		5329		1591.4		1686.3		475.24		503.58		533.61		3057		3182.2983853559

		29		67		21.3		20.5		4489		1427.1		1373.5		453.69		436.65		420.25		2609		2596.1955673062

		30		75		19.6		22.6		5625		1470		1695		384.16		442.96		510.76		3053		3294.378483936

		31		61		19		24.8		3721		1159		1512.8		361		471.2		615.04		2646		2584.1982247859

		32		74		19.3		19.8		5476		1428.2		1465.2		372.49		382.14		392.04		2972		3072.0857966178

		33		66		21.5		22.6		4356		1419		1491.6		462.25		485.9		510.76		2676		2646.8559738825

		34		72		21		21.8		5184		1512		1569.6		441		457.8		475.24		2998		3053.8637041418

		35		69		17.1		23.5		4761		1179.9		1621.5		292.41		401.85		552.25		2625		2828.975459433

		36		78		21.5		24.5		6084		1677		1911		462.25		526.75		600.25		3448		3640.2848801378

		37		74		18.3		22.8		5476		1354.2		1687.2		334.89		417.24		519.84		3384		3167.7828089918

		38		87		19.6		22.6		7569		1705.2		1966.2		384.16		442.96		510.76		3886		4146.7505586639

		39		84		20.1		20.3		7056		1688.4		1705.2		404.01		408.03		412.09		3921		3893.6608529291

		40		69		18.3		19		4761		1262.7		1311		334.89		347.7		361		2824		2626.2773086895

		41		85		20.8		24.1		7225		1768		2048.5		432.64		501.28		580.81		4252		4127.8275727377

		42		81		17.5		18		6561		1417.5		1458		306.25		315		324		3028		3353.5579196602

		43		68		16.1		24.1		4624		1094.8		1638.8		259.21		388.01		580.81		2641		2727.1120400502

		44		81		21.6		21.1		6561		1749.6		1709.1		466.56		455.76		445.21		4005		3726.8805155057

		45		82		16.3		18.3		6724		1336.6		1500.6		265.69		298.29		334.89		3398		3244.9451159783

		46		81		16.3		22		6561		1320.3		1782		265.69		358.6		484		3401		3314.2999506695

		47		81		17.8		22.6		6561		1441.8		1830.6		316.84		402.28		510.76		3784		3551.5136842534

		48		89		17.1		22.3		7921		1521.9		1984.7		292.41		381.33		497.29		3736		3955.2740909225

		49		78		19.1		18.6		6084		1489.8		1450.8		364.81		355.26		345.96		3428		3313.9463247369

		50		63		17.3		19		3969		1089.9		1197		299.29		328.7		361		2071		2172.3296483478

																						3281.6				1749126.71982525

																						618.5239849836
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Квадр.модель_неполная

		№ лесни-чества		Возраст, лет		Высота, м		Диаметр, см								Запас, м3		Запас по модели		Квадрат разности

										x1*x2		x1*x3		x2*x2

		1		64		16.6		19		1062.4		1216		275.56		2393		2173						-15.6439161503		-2.1353361		3.9397421582		212.2458155463		354.2125787324		39.5168014573		-7546.7953454175

		2		76		21.6		24.3		1641.6		1846.8		466.56		3260		3490						10.0791907268		1.7680096404		1.9780107292		135.5681127422		409.2351036686		46.9682690515		4953.776866324

		3		73		19.6		22		1430.8		1606		384.16		3155		3148						0.9080138916		202.2872183938		0		0		0		0		0

		4		65		18.8		23.3		1222		1514.5		353.44		2471		2678						70.7436481767		43		0		0		0		0		0

		5		65		19.3		21.3		1254.5		1384.5		372.49		2593		2538						17369030.8948028		1759565.10519723		0		0		0		0		0

		6		68		21.6		20.5		1468.8		1394		466.56		2627		2654

		7		84		17.6		20.3		1478.4		1705.2		309.76		3593		3653

		8		83		21.3		22.8		1767.9		1892.4		453.69		3879		3944

		9		62		17.1		21.3		1060.2		1320.6		292.41		2118		2264

		10		64		21.3		23.8		1363.2		1523.2		453.69		2980		2599

		11		86		18		18		1548		1548		324		3688		3772						-15.64391615		-2.1353361		3.9397421582		212.2458155463		354.2125787324		39.5168014573		-7546.7953454175

		12		88		18.6		20.8		1636.8		1830.4		345.96		3629		4062						9.3217035072		1.3680540961		1.5305491657		104.9001700506		316.6587709836		36.3432027696		3833.1435406075

		13		81		18.3		24.5		1482.3		1984.5		334.89		3795		3699

		14		85		20.6		24.8		1751		2108		424.36		4539		4131

		15		79		21.1		23.3		1666.9		1840.7		445.21		3453		3666				t		2.4469136406

		16		82		21.8		24.3		1787.6		1992.6		475.24		3839		3926

		17		83		20.6		20.6		1709.8		1709.8		424.36		4052		3849

		18		86		18.3		21		1573.8		1806		334.89		4041		3896

		19		84		17		24.8		1428		2083.2		289		3762		3714

		20		89		16.1		23.1		1432.9		2055.9		259.21		3634		3776

		21		85		18.6		20.8		1581		1768		345.96		4134		3856

		22		81		21.5		19.1		1741.5		1547.1		462.25		3643		3650				F		2.3185009468

		23		89		17.6		20.1		1566.4		1788.9		309.76		4311		3976

		24		67		19		18.3		1273		1226.1		361		2325		2465

		25		75		16.5		21.6		1237.5		1620		272.25		2919		3003

		26		73		16		24		1168		1752		256		3129		2955

		27		63		16		21.6		1008		1360.8		256		2275		2255

		28		73		21.8		23.1		1591.4		1686.3		475.24		3057		3197

		29		67		21.3		20.5		1427.1		1373.5		453.69		2609		2589

		30		75		19.6		22.6		1470		1695		384.16		3053		3319

		31		61		19		24.8		1159		1512.8		361		2646		2546

		32		74		19.3		19.8		1428.2		1465.2		372.49		2972		3087

		33		66		21.5		22.6		1419		1491.6		462.25		2676		2648

		34		72		21		21.8		1512		1569.6		441		2998		3070

		35		69		17.1		23.5		1179.9		1621.5		292.41		2625		2836

		36		78		21.5		24.5		1677		1911		462.25		3448		3646

		37		74		18.3		22.8		1354.2		1687.2		334.89		3384		3192

		38		87		19.6		22.6		1705.2		1966.2		384.16		3886		4140

		39		84		20.1		20.3		1688.4		1705.2		404.01		3921		3891

		40		69		18.3		19		1262.7		1311		334.89		2824		2631

		41		85		20.8		24.1		1768		2048.5		432.64		4252		4118

		42		81		17.5		18		1417.5		1458		306.25		3028		3354

		43		68		16.1		24.1		1094.8		1638.8		259.21		2641		2717

		44		81		21.6		21.1		1749.6		1709.1		466.56		4005		3728

		45		82		16.3		18.3		1336.6		1500.6		265.69		3398		3256

		46		81		16.3		22		1320.3		1782		265.69		3401		3337

		47		81		17.8		22.6		1441.8		1830.6		316.84		3784		3571

		48		89		17.1		22.3		1521.9		1984.7		292.41		3736		3944

		49		78		19.1		18.6		1489.8		1450.8		364.81		3428		3313

		50		63		17.3		19		1089.9		1197		299.29		2071		2159

																3281.6				1759565.10519724

																618.5239849836
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Фактические данные

Теоретические данные

Номера лесничеств

Запас древесины, м3
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